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Notaties

3 cessesenssssss Er is precies één

c(4,B) ¢eessseseesves. De morphismen in de categorie C van het object

A naar het object B

Ens essesserseaess De categorie der verzamelingen

Ab ceseessssseess De categorie der abelse groepen

Gr tesssssessssss De categorie der groepen

CRg cstsssssesesss De categorie der commutatieve ringen met
eenheidselement

CAlgA. csesssesssesss De categorie der commutatieve A-algebra's met
eenheidselement

ZHR cesesvesssesss De categorie der R-modulen (ReCRg).
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1.1

§1, Het spectrum van een ring.

Afsprask: Onder een ring zal steeds worden verstaan een commutatieve
ring met eenheidselement. De ring zelf zal ook als ideaal
worden opgevat, maar van een priemideaal zal steeds worden

verondersteld dat het niet de gehele ring is.

Bij elke ring R kan een topologische ruimte Spec(R) worden gedefinieerd:
1.1, Deflnltle (i) Als puntsverzameling geldt:
Spec(R):= {pcR | p priemideaal van R} .

(Vaak noteren we een priemidesal pP<cR, opgevat als

punt in Spec(R), met xE)

(ii) De gesloten verzamelingen van Spec(R) zijn de ver-

zamelingen van de vorm:
V(a):= {xp_ | acp, a ideaal van R} .

De zo verkregen topologie heet de Zariski-topologie. Opdat de hier ge-

deflmeerde gesloten verzamelingen een topologie definiéren moet gelden:

(i) 3JdacR . Spec(R) = V(a)
(ii) dacR . ¢ = V(a)
(iii) JaerR . N V(a.) = V(a)

jer i
(iv) dJacr . V(§_1)UV(§2) = V(a)

Door voor & te kiezen (0) resp. R, is aan (i) en (ii) voldaan. In geval

(iii) kan men kiezen:

{Z a; IaﬁA}
iel

(Het ideaal, voortgebracht door M A,)
jer i
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Aan voorwsarde (iv) kan men voldoen door te kiezen: g = a,Na,. Het is

direkt duidelijk dat

V(2,) U¥(a,) S V(a0 8,)

Zij nu: X.P.a V(_a_1ﬂ §_2)
en stel: Xp_¢ via,)uv(a,) .

Dan: 314:2 en §_2¢E, dus 3a1e§1\p_ en 3a26_a_2\_g. Omdat a, en a,

idealen zijn, geldt: a,8,€8,Na, en wegens a,Na,Cp, a,8,€D.

2
Dit is in tegensprask met het feit dat p een priemideaal is. Dus vol-

doet a aan (iv).

We zullen nu de open verzamelingen van Spec(R) beschouwen.

Kies a€R en definider:

1.2. Definitie: D(a):= {xp-e Spec(R) | a¢p} .

Dan is D(a) het complement van V(aR) in Spec(R).

1.3. Opmerking: De open verzamelingen van het type D(a) vormen een basis

voor de Zariski-topologie op Spec(R).

Want, zij XEG 0cSpec(R); 0 een open verzameling. Dan is er een ideaal

a <R zodat
Spec(R)\ 0 = V(a) .

Dus XR¢V(§), dus a¢p, dus daeal\p
Dan x_&D(a)c0, want als x €D(a), dan a¢qg, dus a$g, en derhalve
xﬂe Spec(R)\V(a) = 0.

1.4, Opmerking: Spec(R) is een _’Eo-ruimte.

Want: %, # X, = p # g, zeg Jaep\g. Dat wil zeggen:

qu‘iD(a) en xﬂeD(a) .
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1.5. Propositie: Spec(R) is kompakt.

Bew: Stel, we hebben een open overdekking
Spec(R) = U 0. .
iel 1
Door de open verzamelingen te schrijven als vereniging van open basis-

verzamelingen hebben we een open overdekking van de vorm
spec(R) = YV D(a.
pec(R) s (ay)

en het is derhalve voldoende de propositie voor dit type overdekkingen

te bewijzen. Definieer hiertoe:

(Het ideaal,} voortgebracht door {aj }jeJ)' Stel: a # R. Dan bestaat er

een maximeal ideaal m van R, zodat _a_cgn_.*-) Dan volgt:
(Vjeq. %’ei’i) = (Vjes gm#:n(aa))zv,‘;cgqégpec(f{)
tegenspraak. Dus a = R, m.a.w.: 1&a, zodat we een uitdrukking hebben:

r.a8. + ,.. +t1r. 8
J1 J1 J

nCo

Hieruit volgt direkt: Spec(R) = D(aju), want als er een xge Spec(R)

o=1
bestaat, zodat B¢D(aj ) voor elke o = 1,2,...,n, dan geldt:
Yo

n
Va=1,2,...,n.a,@p ,dus 1= )} r, a, €p, dus p = R
do o=1 a Ya

tegenspraak. Dus hebben we een eindige deeloverdekking gevonden,

Opmerking: We hebben gezien dat Spec(R) = D(1) kompakt is. Later in deze
§ zullen we bewijzen dat in het algemeen elke open verzameling D(a) kom-

pakt is.

)

Zie appendix.
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1.6. Opmerking: Als Ucspec(R) een willekeurige deelverzameling is, en

als we definiéren:

J(Uu):= M _p,
x U

dan is V(J(U)) de afsluiting van U in de Zariski-topologie
op Spec(R).

Bew: 7ij UCG, G gesloten. Zij G = V(a). Dan & cJ(U), wegens UCG, vant
VxBGU. gch. Dus: V(a)oV(J(U)). D.w.z.: V(J(U)) is bevat in elke ge-

sloten verzameling om U. (q.e.d.).

1.7. Opmerking: x_is een gesloten punt desda p een maximaal ideaal is.

2
Want: {XR} = V(J(%E)) == {XE} = {%g | gop} <= p maximaal.

1.8. Opmerking: V(a) is per definitie een gesloten verzameling, en er
geldt dus:

v(a) = v(Jv(a))

We kunnen dus altijd a door JV(a) = ézg‘p_vervangen. JV(a) heet het

radicaal van a, en wordt ook genotee;d: /g;

We zullen later in deze § bewijzen, dat geldt:

/& = {beR | dnelW . vea} .

1.9. Definitie: Een gesloten deelverzameling W van Spec(R) heet irredu-

cibel als W niet te schrijven is als
= U
W G1 G2

waarbi]j G1,G gesloten deelverzamelingen zijn van Spec(R),

2
terwijl bovendien geldt:

G1¢w, GZ#W.
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1.10, Definitie: Een punt XR heet algemeen punt van een gesloten verza-
meling GC Spec(R) als geldt:

1.11. Propositie: Elke irreducibele deelverzameling WCSpec(R) heeft

precies €én algemeen punt.
a.g

Bew: W is gesloten, dus is er een ideaal a zodat W = V(a). Volgens

opm. 1.8 mogen we sannemen:
a="a.

Nu is a een priemideaal. (Dit bewijst dat x_ een algemeen punt is van W,

omdat dan V(a) = {x } ), want indien niet:

Ja,,8,€R. a s, azég, a.8,€8a .

2

Definiéer dan:

&,i= a + Re.1 s ByiF a8t Ra2

dan is a = a,0 2, want indien bEea Na,, dan kunnen we schrijven:

b=oa+ ra, = B + sa.2€§._1n§2 (0,8€a; r,seR) .

Dan geldt:

b2 = (a+ra1)(6+s&

2) = of + soa, + rfa, + rsa,a,€a

172

wegens a,B,aqaesg,_. Dan ook b€a, omdat a = Va. (b2 in elk priemideaal

dat a omvat, dus b in elk priemideasl dat & omvat). Derhalve vinden we:

W=va)=viaNne,) =V(a)uvla,)

1

(Zie de verificatie van eigenschap (iv) in def. 1.1).

Ook heeft W precies &&n algemeen punt: Als W = V(p) = V(g), dan

peV(g) <= pIq en evenzo gOp. Dus p = q.
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1.12. Opmerking: Als x_€ Spec(R), dan is V(p) een irreducibele deelver-

zameling van Spec(R).

Bew: Stel V(p) = V(g._1)UV(_a_._2), V(_a_i) # V(p) (i = 1,2). Kies nu xp_GV(p_).

Dan bijvoorbeeld: erV(_a_1). DuW.Zo:
v(plcvia,) .

Dus: V(p) = V(_a_1), tegenspraak.

Beschouw nu een ring-morphisme f: R - S. Als g een priemideaal is van S,
dan is p:= f_1(g) een priemideasal van R. f induceert dus een verzamelings-

theoretische afbeelding:

Spec(R) Spee(f) Spec(8)

p=f (g) ~—— g

1.13. Propositie: Spec(f) is een continue afbeelding.

Bew: Kies y &€ 8Spec(S) en zij p = f—T(g‘). D.w.z.: Spec(f)(yﬂ) = e Kies
nu a €R, zodat XP.G D(a). (We kiezen dus een open basis-omgeving van x
in Spec(R), en tonen aan dat er een open (basis-)omgeving van y_q in
Spec(8) is, die binnen D(a) wordt afgebeeld). Kies hiertoe b:= f(a)e&s.

Dan:

(1) ygemb)
(ii) Spec(£)(D(b))cD(a)

zoals gemskkelijk is na te gaan.

We kunnen dus zeggen, dat we een contravariante functor

Spec(=): CRg— Top

hebben van de categorie der commutatieve ringen met eenheidselement naar

de categorie der topologische ruimten.
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1,14, Opmerking: Als ¢: R + S een surjectief ring-morphisme is, dan is

Spec(¢) injectief.

Bew: Als 9% twee priemidealen zijn van S, en 94 # Pg Dan zijn uiter-
aard ¢ .g1 en ¢ 132 verschillend.

We kunnen de priemidealen van een ring R parti&el ordenen volgens hun
inclusierelaties, derhalve hebben we een partiéle ordening op de ver-

zameling Spec(R), gedefinieerd met:

X KX <> 0909, .
L PRRR PN 17 =2

Wegens 31:332 == ¢—1g1:>¢_132, als ¢: S + R, respecteert Spec(¢) deze

partiéle ordening.

1.15. Propositie: Er is een (1-1)-correspondentie tussen het partigel

- geordende systeem van priemidealen van de ring R die

een gegeven ideaal a omvatten, en het partiéel ge-

ordende systeem der priemidealen van R[g.

Bew: Deze correspondentie wordt gegeven door:

2+ m(p) (peR, acp)
n'1_q —ig (9 €R/a)
als R —E+~R/§ het kanonieke morphisme is. m(p) is een

priemideaal in R/a, want E,;eﬂ(p_) => Jrep . xy-reacp => xyep, etec.

Dat ook de partiéle ordeningen in elkaar worden overgevoerd is triviaal.

1.16. Propositie: Als a een ideaal is van R, den is Spec(R/za) homeomorf

met een gesloten deelruimte van Spec(R).

Bew: Het kanonieke morphisme f: R - R/a induceert volgens opm. 1.14 de

injectie

Spec(f): Spec(R/a) ~ Spec(R)
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We kunnen als verzameling Spec(R[g) dus identificeren met een deel van

Spec(R), bepaald door de punten
{xRe: Spec(R) | acp}

(volgens Prop. 1.15). De familie {D(¥) | F&R/a} is een basis voor de
open verzamelingen van Spec(R/a), en, met bovenstaande identificatie
- geldt:

D(¥) = D(r)NSpec(R/a) (F = £(r)).

Dus is Spec(R/a) een deelruimte van Spec(R), en, wegens Spec(R/a) = V(a),

gesloten.

1.17. Opmerking: Als G een gesloten deelverzameling is van Spec(R), dan

is er een ideaal a zodat G = Spec(R/a).

Bew: Er is een ideaal acR zodat G = V(a). Dan is G = Spec(R/a) volgens

het bewijs van Prop. 1.16.

1.18. Definitie: Een deelverzameling S van een ring R heet multiplicatief
als geldt:

(i) =x,y&€ S = xy€S

(ii) 1es .

(Merk op dat niet gedist wordt dat O¢S).

We kunnen met behulp van multiplicatieve verzamelingen van R nieuwe
ringen defini&ren:
Zij S een multiplicatieve deelverzameling van R. Beschouw de verzameling

van elementen die we formeel in de vorm-g schrijven, gedefinieerd door:
r
Vi= {= | rer, ses} .

In deze verzameling voeren we de volgende aequivalentie relatie in:

T r
L2 = Jdtes. t(r. s
] s 1

-rs.)=0.,
1 2 271

2
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Definieer:

We kunnen S-1R een ringstruktuur geven. (We zullen in plaats van aequi-
valentieklassen steeds representanten daaruit nemen en ong ermee ver-

zoenen dat hetzelfde element uit 5™ 'R meerdere voorstellingen heeft.

Vergelijk -i— = —2— €Qq).

r r r.s. +r.s
(i) Optelling: A, 2. 12 21
s ) s.8
1 2 172
r u r u
(Dit kan, want als L= o 2=2 » dan
51 V4 2. V2

31:1,1:2@8. ti(rivi -su) =0 (i=1,2).

Dan is
t1t2[s132(u1y2+u2v1) - v1v2(r1sg+r2s1)] =
= s2v2t2Et1(u1s1-r1v1)] + §1Ydt1[}2(u252-r2vg)] =0,
dus gl + .gg = %l + ;g ).
1 2 1 2
(ii) Vermenigvuldiging: gl .422 = T17e .

1 %2 8%
(Analoog als in het geval van de optelling kan men controleren dat dit
een goede definitie is).

(iii) Het eenheidselement en het nulelement zijn %-en 9.

1

Als nu a een element en  p een priemideaal van de ring R zijn, dan kunnen

we de volgende twee ringen definiéren:

1.19. Definitie: Zij S:= R\ p. Dit is een multiplicatief systeem. Definieer:
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1.20. Definitie: Kies S:= {a® | new, al:= 1}. Ook dit is een multi=-

plicatief systeem. Definieer:

(De elementen van R zijn dus van de vorm -E-, reR, sg’:p_ en de elementen
van R hebben de gedaante -r-5 » reR.)
a
1.21. Opmerkingen. Als R geen nuldelers heeft, dan is R\{0} =:5 een
multiplicatief systeem, en S—TR is het guotiénten-

lichaam van R.

Algemener kunnen we, als R een willekeurige ring is, het multiplicatieve
systeem S:= {niet-nuldelers} kiezén. S-1R heet in dit geval de ring van

guotiénten van R.

Als S een multiplicatief systeem is van R, en 0€S, dan geldt: S—1R = 0,

want voor elk willekeurig element —:— geldt wegens

0.[r-s.0] =0

-r..=-0_

s 1°
In het bijzonder is, als a&R een nilpotent is, of a = 0, R, =0, (a

heet nilpotent als er een nelN is, zodat a? = 0, terwijl a # 0).

1.22. Propositie: Er is een (1-1)=-correspondentie tussen de priemidealen

van S-1R en de priemidealen p van R die voldoen aan

pNS = @. Deze correspondentie laat de partiéle orde-

ningen invariant.

Bew: Deze correspondentie wordt gegeven door:

(i) Als p priemideaal is in R, en f: R —> s7 g gegeven is door f(r) = 11‘-,

dan kunnen we definiéren:
p_.S_1R = {g | rep, ses}

als pNS = @, is dit een priemideaal van s 'R,
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(ii) Als g een priemideasl is in S_1R, dan is f—1g een priemideaal in R,

en er geldt:
-1y -1
(f g9).8 R=4q.
De correspondentie is nu:

{priemid. p van R met pNS = P} <1 {priemid. van s™'r} .

p+H———> ;p_.S-1R

-1
f g+———-ig

Ga na dat deze correspondentie tompatibel is met de inctusie-reélaties der

priemidealen.

1.23. Gevolg: (i) De priemidealen van R, corresponderen met de priem-

idealen p van R met a¢p.

(ii) De priemidealen van R_ corresponderen met de priem—

idealen g van R met gcp.

1.24., Opmerking: Met behulp van Gevolg 1.23 (i) is gemakkelijk na te

- gean dat Spec(R ) homeomorf is met D(a) cSpec(R).

We zullen vaak Spec(Ra) met D(a) identificeren. Een direkt gevolg hier-

van is:

1.25 Propositie: Als aeR, dan is D(a) kompakt.

Bew: D(a) kunnen we, als deelruimte van Spec(R), identificeren met

Spec(Ra), en volgens Prop. 1.5 is Spec(Ra) kompakt .

1.26. Lemma: Zij n de doorsnede van alle priemidealen van R. Dan zijn de

elementen van n precies alle nilpotenten ven R.

Bew: (i) Als a = 0, a=R, dan is a” bevat in alle priemidealen van R,

dus evenzo a. Dus a€n.
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(ii) Zij aen. Beschouw de ring R . De priemidealen van R, corres=
ponderen volgens gevolg 1.3 met de priemidealen p van R met agp. Dus:

Ra bevat geen priemidealen, en derhalve: Ra = 0., DoW.2.:

—11—= %(1-0) = 0 = Jnen. a* =0 .

% == Enem.a

Dus a nilpotent. (n heet het nilradiceal van R).

1.27. Gevolg: Als a een ideaal is van R, dan is

/a = {beR|d nen. v'€a} .
Bew: Beschouw het kanonieke morphisme
f: R— R/a .

Een direkt gevolg van de in prop. 1.15 aangegeven correspondentie van

priemidealen van R/a en de priemidealen p in R met acp is, dat
£(Va) = nilradicaal van R/a .

. * . .
Volgens lemma 1.26 is dit nilradicaal ) ven R/a de verzameling ven nil-

potenten in R/a. Hieruit volgt de bewering.

1.28, Opmerking: Het is mogelijk dat, terwijl R en S twee niet-isomorfe

ringen zijn, toch Spec(R) en Spec(S) homeomorf zijn.

Voorbeeld: Zij R een ring die nilpotenten bevat, en kies S = R/n. Dan
bevat S geen nilpotenten en de priemidealen van S zijn op identificatie
na de priemidealen van R die n omvatten, dat zijn alle priemidealen van

R. Volgens prop. 1.16 is dan Spec(R) = Spec(S).

Opmerking: In opm. 1.14 hebben we gezien, dat als ¢: R—> S een surjectief

homomorphisme is, dat dan Spec(¢) injectief was. Niet geldt, dat indien

)

Het nilradicaal n ven een ring R is de doorsnede ven alle priemidealen

van R.
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¢ injectief is, Spec(¢) surjectief is, want kies voor ¢ de natuurlijke
injectie

¢: Z— @
Spec(Z) bevat oneindig veel punten, en Spec(Q) maar &&n. Dus kan

Spec(¢): Spec(®) — Spec(Z)

nooit surjectief zijn. In bepaalde gevallen (cf. Prop. 1.39) kan Spec(¢)

wel surjectief zijn.

1.32. Definitie: Als R, S twee ringen zijn, en RCS (zodat R en S het-
zelfde eenheidselement hebben) dan heet een element

seS geheel over R als er een betrekking

%+ a1sn_1 + ... +8 =0 (a.€R)
n i

te vinden is.

1.33. Definitie: Als R, S twee ringen zijn en RCS (zodat R en S het~—

zelfde eenheidselement hebben), dan heet S geheel over R

als elke s€S geheel is over R.

1.34. Definitie: Een ring R heet een lokale ring als R precies één maxi-

maal ideaal bevat.

1.35. Opmerking: Als p een priemideaal is van R, dan is de ring 32 een

“lokale ring.

Bew: De priemidealen van R_ corresponderen met de priemidealen g van R

met g Cp. Derhalve is het ideaal
r
bt .R_={=€&R repl
p-R, = (SR | rep

het unieke maximale ideaal wvan 32.

Opmerking: Een ring R is lokaal als de niet-eenheden van R een ideaal

vormen (Ca na).
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1.36. Lemma: (Cf. Mumford [M], pag. 8)

ZiJ R een lichaam en SCR een deeliring (zodat R en S het~

zelfde eenheidselement hebben). Als R geheel is over S, dan

is ook S een lichaam.

Bew: Zij aeS, a # 0. Dan -;-eR, dus hebben we een vergelijking

1.0 1\n-1 _

(a) +b1(a) + ... +b =0 (bies)
Dus: livpo +...+a% % =0

a 1 n
Oftewel: Lol +...+2% T ]es

a 1 n )

Dus is ook S een lichaam.

1.37. Lemma: Als A, B twee ringen zijn, zodat ACB (terwijl A en B het-

zelfde eenheidselement hebben) en B geheel is over A, en

als bovendien A een lokale ring is met maximaal ideaal p,

dan bestaat een priemideaal p'cB, zodat p'NA = p.

Bew: Omdat A lokaal is, geldt voor elk ideaal aCB dat aMAcp. Zij nu

p' een maximaal ideaal van B. We hebben dan het diagram:

0— 'p' — B~— B/p' —0

[ A

O0—p'NA — A — A/p'NA— 0

B/p' is een lichaam, en het is direkt in te zien dat B/p' geheel is over
A/p'NA, omdat B geheel is over A. Dus is volgens lemma 1.36 A/p'NA een
lichaam, zodat p'N A een maximaal ideaal is in A. Derhalve (omdat A een

lokale ring is) geldt: p'OA = p.

1.38. Propositie: ("Lying-over theorem" van Cohen-Seidenberg)
g

Als ACB twee ingeschakelde ringen zijn met hetzelfde

eenheidselement, terwijl B geheel is over A, dan is er

voor elk priemideaal pCA een priemideaal p'CB te

vinden, zodat p'NA = p.




Bew: (Cf. Mumfora [M], pag. 6).
Kies S:= A\p. Dit is een multiplicatieve deelverzameling voor A zowel :.
1B, terwijl S_1A = AP_’ een

lokale ring met maximaal ideaal R'AP. is (Cf. opm. 1.35).

als voor B. We hebben dus ringen S-1A en S

Als we noteren:

p 4 571
T (3(b) =

1

P » i(a)
A—35 A=A
2

1}

den geldt: i(p).s™ A = p-A . Er geldt: p = 17V (i(p).s7"a) (cf. Prop. 1.22).

Bovendien is S-1B geheel over S-1A, want als

begly,
S

dan hebben we, omdat B gehdel is over A een vergelijking

P radrd s .. +a =0 (a.€A)
1 n 1
a a a.
en derhalve: ()% 4+ — (2)271 . L. 2., (- es
S S s Sn Sl

Volgens- lemma 1.37 bestaat er nu een priemideaal R*C s”'B zodat
o =1 . =1
p NS 'A=1i(p)s A
. =1, 2 N . .
Als we kiezen p':=J (p ), volgt hieruit:

p'ah =i 8) = i (i(p).s™"a)

L1}
L {e]

1,39, Propositie: Als A “ B een injectief morphisme van ringen is, en

als B geheel is over A, dan is

Spec(i): Spec(B) — Spec(A)

een surjectief morphisme.

Bew: Als y € Spec(B), dan Spec(i) (y ) = x -1
a a i (_g_)

en i 1(_q_) = g0NA.

De bewering volgt dus direkt uit propositie 1.38.

&
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1.40. Propositie: Zij ¢: A — B een morphisme van ringen. Dan induceert
dit Spec(¢): Spec(B) — Spec(A). Als n het nilradicaal
is van A, dan geldt: Spec ¢(Spec B) dicht in Spec A

dan en slechts dan als Ker(¢)cn.

Bew: Spec(A) = Spec(A/n), dus kunnen we aannemen: n = (0). De voor=-
waarde Ker(cb)cg wordt dan dus: ¢ injectief. We kunnen dan A met een
deelring van B identificeren en schrijven: ¢'1g = gNA voor elk-priem—
ideaal g van B.

(1) 2ij Spec ¢ (Spec B) dicht in Spec A. Dat wil zeggen:

Spec ¢ (Spec B) = VJ(Spec ¢ (Spec B)) = Spec A

Dus: \/.cA. s M ¢_1
B 2 qcB q

waaruit volgt: (0) = n = p_(c,\A BDQQB ¢‘1g3Ker .

(i1) 2ij n = (0), ¢ injectief. Laat n(B) het nilradicaal van B zijn. Dan
moet n(B)NA = (0), omdat wegens n = (0) A geen nilpotenten bevat. Dan
- geldt:

Spec A = V(n(B)NA) = V( fc\B gNA) = VI(Spec ¢ (Spec B)).
‘ q
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§1a. Voorbeelden bij §1

Enige voorbeelden van ring-spectra.

(i) R:= k, een lichaam.

De priemidealen van k zijn (0) en k. Het spectrum van k bestaat der—

halve uit é&n punt:

*(0)

(ii) Ri=1Z

De echte priemidealen zijn van de vorm pZ, waarbij p een priemgetal is,
benevens het nul-ideaal (0). (Z heeft geen nuldelers)

Het spectrum van Z kean dus worden voorgesteld als een verzameling punten
{xp | p priemgetall ,

verenigd met {x(O)} .
Tussen de priemidealen (p) en (q) bestaat geen inelusie-relatie, maar

wel geldt steeds:

% X % % x(
3 11...

5 %7 0)

De gesloten verzamelingen: Kies een ideaal nZ, en zij

%y "

O#n= Py «ee By

de ontbinding van n in priemfactoren. Dan zijn de priemidealen pZ die nZ

omvatten de volgende:

{p1,...,pk}
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Hieruit volgt:

V(nZ) = {X seeesx } o (Cf. def. 1.1)
p1 pn

Als we n = 0 hadden gekozen, zouden we vinden:
v((0)) = Spec(Z)

want (0) is bevat in elk priemideaal. De gesloten verzamelingen van

Spec Z zijn dus:

(i) @ en Spec(Z)

(ii) Alle eindige verzamelingen punten X, met p # 0 .

De open verzamelingen van Spec(Z) verkrijgt men dus, behalve ¢ en Spec(Z)

zelf, door uit Spec(Z) een eindig aantal punten xp, p # 0 weg te laten.

De gesloten punten van Spec(Z) zijn de punten, die behoren bij maximale

idealen (Cf. Opm. 1.7); d.w.z.: alle punten xp met p # 0. Het enige niet=-

~ gesloten punt is X(0)* De afsluiting van X(0) is:

V(J(x ))) = V((0)) = Spec(Z) .

(0

(Cf. Opm. 1.6). x( is dus het algemene punt van Spec(Z) (Cf. def. 1.10).

0)

(iii) R:= €¢[x] (of, in het algemeen: R = k[?ﬂ, waarbij k een alge-

braisch afgesloten lichaam is)

Dit geval is analoog aan geval (ii). @E&] is een hoofdidesalring zonder

nuldelers. De priemidealen zijn, behalve het nul-ideaal van de vorm
(X=a) (E[Xj . (o) .

Bovendien bestaat tussen twee priemidealen (X=-a) CEX], (x=8) C[ﬁ] geen
inclusie~relatie, zodat de partiéle ordening tussen de punten van

Spec(€[X]) gegeven wordt door de relaties

(0) » (x~a) €[X] (c€r) .
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We kunnen dus met elk punt van Spec(@[i]) associéren: een punt o op de

affiene complexe rechte. Bovendien hebben we nog een algemeen punt (0).

We kunnen Spec(€[X]) aangeven met:

B,y ete.

&

el

X
(0)

Elk ideaal i van CE{] wordt gegeven door het voortbrengende polynoom

f(X). Ontbinding geeft

v
(X_ai )

e s

£(x) =
1

En dus V(i) = {a1,...,an} - De gesloten verzamelingen zijn dus weer:

(i) @ ven Spee(c[X])

(ii) Verzamelingen van eindig veel punten op de affiene

rechte.

(iv) Ri:=C®C; R,:=%

ZP = {% cq | s ¢p} heeft twee priemidealen, nl. (0) en p.Zp (p is een
priemgetal) (Cf{ gevolg 1.23). Dus bevat Spec Zb twee punten. Bovendien

is er een ordeningsrelatie:

X v X%
(0) p-Z,

Evenzo heeft € & C twee priemidealen, nl. € & 0 en 0 & (. De punten van
C & C voldoen dus niet aan een ordeningsrelatie. ((Q) is geen priemideasal

van € ® €, want deze ring heeft nuldelers.)

Analoog als in (ii) vindt men dat %(0) algemeen punt is van Spec(Zp),
zodat Spec(Z_) irreducibel is. (Cf. Opm. 1.12).
S

Spec(C ® C) dearentegen is niet irreducibel, want is de vereniging van
(als p,:=C 8 0, 2,i= 086 C)

{x } en {x }
2, 2
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en dit zijn, omdat Ry en B, beide maximale idealen zijn, twee echte ge-

sloten deelverzamelingen van Spec(C ® €).

We geven beide ruimten als volgt weer:

¢ S Z
*(0) pec(Zy) (x(g) > %z )
xp% P
b
; ‘ Spec(C & )
X pec(C & €
£ By
(v) Spec(R1 ® Rg) = Spec(R1)_LL Spec(Rz) (disj. vereniging)
Elk priemideaal p<R, ® R, is van één der gedaanten:
(i) p=p,8 R, (21 priemideaal in R,)
(ii) p = R, @ p, (py priemideaal in R,)

(want stel:
"\/xeR1 . (x,1)¢p én Vy€R2 . (1,y)ép

dan zou \'/(x,y)eR1 ® R, . (x,1)(1,y) = (x,5y)¢ p, tegenspraak. Dus is

er een element (x,1) of (1,y) bevat in p. Zeg: (x0,1)¢sp_. Dan geldt:
R = R" ® R2 L] E»‘ = {X' ' (X,O)EB}

want: (1) (x,y)ep = (1,0)(x,y) = (x,0)ep = (x,y)ep, ® R, .

Dus:
RCP.'] ® R2
en: (ii) (x,y)e:‘t‘)_1 ® R, = (x,0)ep .

Ook: (xp1)ep = (0,3) = (x,,1)(0,y)ep

en derhalve:

= (X,Y)GE_

pop, ® R, )
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We hebben dan de bijectie:

Spec(R, ® R,) <=2 spec(R,) LL Spec(R,)
X e X
B8R, B
B e X
"Ry, By

Voorts is deze bijectie een homeomorfisme, want, zoals direkt valt in

te zilen:

D(a1,a = D(a1)iJ.D(32)

o)

).

voor elk open basiselement D(a1,a C:Spec(R1 ® R

2) 2

(vi) R = Spec €[x,Y]

We hebben in C[X,Y] drie soorten priemidealen, nl.:

(i)  het nulideaal (0)
(ii) hoofdidealen (£(X,Y)) waarbij f£(X,Y) een irreducibel

polynoonm is

(iii) maximale idealen (X-a,Y=B) (a,8eC).

"

(We zullen hier niet bewijzen dat dit alle priemidealen van CEX,Y] zijn).
De partiéle ordening der punten van Spec ¢[X,Y] is van het type, zoals

in het volgende voorbeeld:
(0) » (+1®) > (x=1,¥-i) .

Spec @[X,Y] kunnen we voorstellen, door als punten te nemen:

(i) (0) <+—— het complexe affiene vlak ¢®
(ii) (£(X,Y)) <+ de (irreducibele) kromme £(X,Y) =.0 op €°
(iii) (X~a,Y=8) <=+ het punt (a,B) van C°

(Opm. hierbij: Elk polynoom f(X,Y)éZ@[X,X] kunnen we opvatten als een

funectie:
£(X,¥): €0 — ¢

(a,B) +—> f(a,B) .
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Als nu i een ideaal is in CEX,{], dan kunnen we spreken over de punten
op ®2, waar alle polynomen uit i de waarde O aannemen. (Hier: punten op-
gevat als "meetkundige punten in het complexe vlak", dus van type (a,B)).
Bijvoorbeeld:

(i) bij (0) behoort €7
(ii) 7bpij (£(X,Y)) behoort de kromme £(X,Y) = O
(iii) vij (X-a,¥-B) behoort het punt (o,B)

Dit induceert op intuitieve wijze de correspondentie tussen de priem-—
idealen van C[X,Y] en de punten van Spec C[g,f] in bovenstaande voor-
stellingswijze.

Ook geeft dit een intuitief beeld van de partiéle ordening tussen punten
van Spec CEX,?]. Nl.: (X-o,Y-B) € (£f(X,Y)) <= (a,B) ligt op de kromme
£(X,Y) = 0 = (£(X,Y))C (X=0,Y=B). ).

(- A €~-> (0)

@p) | e--mn-- > (X-%,Y-6)

(XS P R— > (X-¥,Y-§)

\. \ S
PLY) =0 <—-3 ($(XY))

(X-a,Y=B)
(0) » (£(x,Y)) »
(X—Y aY_G) .

De gesloten verzamelingen van Spec C{X,Y].

)

. . . M
CE(,Y] is een noetherse ring .

Derhalve kunnen we elk ideaal a van GEX,@].schrijven:

(gi primaire idealen) <)

A
a = .
a= N g

%) gae)
Zie appendix.
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Dan is voor elke i ;= /ﬁ; een priemideaal, en geldt:
/a= A
a= . L]
CRFUE T
Een gesloten verzameling van Spec EEX,?] krijgen we nu door:
V(a) = V(/a) = V(p_1ﬂ...ﬂ}3n) = V(p_1)U...UV(;9n)

(i) Als p. een maximaal ideaal is, dan V(Bi) = {;R.}
1

(ii) Als 2; niet maximaal is, doch # (0), dan is V(Qi) de verzameling

van de punten uit Spec CEX,i] die "op de doo:r";g:.L = (fi(X,Y)) be=

paalde kromme liggen" plus de kromme zelf (als punt).

Concluderend kunnen we zeggen dat de gesloten verzamelingen van Spec @Ex,i]
verkregen worden door een eindig aantal gesloten punten te nemen en een
eindig aantal krommen (d.w.z.; alle gesloten punten "op die kromme" é&n

de kromme zelf).

(vii) De projectie van de parabool Y = X° op de X-as.

Y-as
y=x*

(7,7

R=-as

~N P

©)

Beschouw het irreducibele polynoom Y = X2, waar de parabool de nul-punten
verzameling van is. (Y-Xe) is een priemideaal van CEX,i], en de gesloten
verzameling V(Y—X2) bestaat uit de punten (n,n2) op de parabool plus de
parabool zelf als algemeen punt.

Volgens Prop. 1.16 geldt:

Spec(CEx’%l//?;:XZ)) = V((Y'Xg)) .
Spec(cl‘x’%)) = v((1))

(De punten (n,0) op de X-as plus de X-as zelf als algemeen punt).

Evenzo:

&
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Beschouw nu:

| _ClX,Y ClX,Y =.
R = L ]/(Y)_@_, B ]/(Y_Xz) =:7,

X = X

Dan is Spec(¢) de gegeven projectie. Hiertoe tonen we aan dat
Spec(¢) (n,nz) = (n,0). Dit wil zeggen: Er moet gelden dat als
m = (i-n,?-ng)GRE, n= (i"n)CRP dat

¢-1(g) =n .

Dit volgt door directe verificatie.

(viii) Spec Z[X]
a) De priemidealen van Z[X] die p.Z[X] omvatten (waarbij p een priem-

getal is) corresponderen volgens prop. 1.15 met de priemidealen van

"0/ amg = Yo -

Deze priemidealen van Z[X] zijn dus van de vorm (p,f(X)) waarbij
£(X) (mod p) irreducibel is in Z/(P)[X] , met hoogste coeff. 1, en het

nul-polynoom.

b) De priemidealen van Z[X] die in p.Z[X] bevat zijn, zijn uitersard
alleen (0) en p.Z[X]| zelf.

Zij nu _q_cZ[X] een priemideaal met gNZ # (0). Dan is er een n # 0,1
zodat n€g, dus is er een priemgetal peZ zodat p.Zl___X:] cg. M.a.w., alle
priemidealen g van Z[X] met gN2Z # (0) zijn onder a) en b) gekarakteri-

seerd.

¢) Beschouw nu een priemideaal g van Z[X] met gNZ = (0). Dan is er een
polynoom f£(X)€& Z[X] met minimele graed en g.g.d. der co&fficidnten =1
dat bevat is in g. Zeg:

£(x) = ag taX+ ...+ aan » (g.g.d. (coeff.) = 1) .
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Dan moet £(X) irreducibel zijn in Q[X]. (Ga na).
De priemidealen g van Z[X] met gOZ = (0) hebben dan de vorm (£(X)), met
g.g.d. der codfficidnten van £(X) = 1 en £(X) irreducibel in Q[X]. (Ga na).

Samenvattend:

De priemidealen van Z]:X] zijn:

-
(1) het nul-ideaal (0)

) hoofdidealen (£(X)) waarbij de codff. van £(X) een

g.g.d. =1 hebben en £(X) irreducibel is in Q[X].

(ii

(ii)b de hoofdidealen p’Z[X] » waarbij p een priemgetal is

in Z.

(iii) de maximale idealen (p,f(X)) waarbij p een priemgetal

in Z is en £(X) (mod p) irreducibel is in Z/(p)[X] .

-

De partiéle ordening der punten van Spec Z]:X] wordt gesuggereerd door

het voorbeeld:
(0) > (p) > (p,£(x))
(0) > (2(x)) > (p,£(x))

tussen de hoofdidealen bestaat nimmer een orde relatie, evenmin als

tussen de maximale idealen.

Derhalve kunnen we Spec Z[X] voorstellen door de figuur (Cf. Mumford [M]
Ch. II pag. 141):

8.x:2)0

e ¢

"’ (X+1)
(2‘ X“H) //(3JX1")‘

|

-~ (X)

(3,%x*1) Gl Y] Gx
L 6X)| @ )

()

W @ 6 F )
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(i) X is irreducibel in elke Z/(p)[x]. Dus voor alle priemgetallen p

is (p,X) een maximaal ideaal.

(ii) (p,X2+1) is een priemideaal, dan en slechts dan, als (X2+1)(mod D)
irreducibel is in Z/(p)ﬁﬂ.

Welnu:

2 (x+1)%

F,
n
>4
+
il

=3 3 X+ 1 irreducibel
(x+2)(X+3)

X5+ 1 irreducibel

°
°

Dus (3,X2+1),(7,X2+1),... zijn maximale idealen.

Opm: Merk op dat v((x2+1)) = Spec(zt%l/{;2+1)) = 8pec(z[§]). Het is
duidelijk dat Z[{] geheel is over Z. Ga na, dat de projectie van
V((X2+1)) op Spec(Z), zoals in bovenstaande figuur aangegeven, bijv:

2l

(2,%+1) —> (2)
(3,X2+1) > (3) precies de surjectie (prop. 1.38)
(5,X+2),(5,%+3) +—> (5) spec(z[i]) —» Spec(Z) is.

etc.,




§2., Affiene schema's

zij (I,<) een partiel geordend systeem. We kunnen (I,<) opvatten als
een categorie:
(1) De objecten zijn de elementen van I
(ii) De morphismen verkrijgen we als volgt: Er is precies &én
morphisme ¢g: o =+ B dan en slechts dan als o < 8. Vervolgens

stellen we per definitie vast: Alsg o < B < vy, dan
o _ B a

Uit de laatste afspraak volgt, dat ¢§ zich voor elke o€l gedraagt als

de identiteit op o. Hiermee is (I,<) een categorie.

Als X een topologische ruimte is, en U de familie van open verzamelingen

van X, dan kunnen we o;)lleen_partiéle ordening vastleggen door te kiezen:

U1,U2eu,, U, < U, = U1CU2 .

Definitie 2.1: De categorie (U,<) geven we aan met X.

Definitie 2.2: Zij X een topologische ruimte, met de volgens def. 2.1

 geinduceerde categorie X.
Zij C een categorie.
Een preschoof @ op X met waarden in C is een contrava-
riant functor

(We zullen ons hier beperken tot gevallen waarin C een categorie is als
Ens, Ab, Gr, CRg, etc., zodat we steeds bij elk objeect uit C een onder-

liggende verzameling hebben).

Notatie 2.3: Als U1,U2€j§ en U1 < U2, dan hebben we het morfisme:

U

1
%y

:U_—*U ®
5 1 2
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Als O: X — C een preschoof is, dan induceert dit:

U] U’i ,
o = O ") : O(u,) — Ou,).
U U 2 1
2 2
U1
Als s eO’(U2), dan heet pU~~(s) de regtrictie van s tot U,, en we noteren
2

sons ¢

U1
s | U, = pUZ(s).

Laat nu C een vast gekozen categorie zijn, en laat verder
f: X—Y

een continue afbeelding van twee topologische ruimten zijn. We noteren

weer (zoals steeds):

U1,U2€2(_; U, « U, en als V13V2eli V, <V

Definitie 2.4: f induceert dan een covariante functor

£ Y—X
- gedefinieerd door:

(i) £(V):= £V  als vey

v, fﬂ»v1
(ii) _f_(q)V )iz ¢ -1 als V, <V

2 T V2

2 .

Als nu O'X: X—C en Gy: Y — C twee preschoven zijn en f: X — Y
een continue afbeelding is, dan hebben we het paar contravariante func-

toren:

%

r-xX¢

o
Y

=



2.3

Definitie 2.5: We zeggen dat

(fsé): (X, GX) > (Yao'Y)

een morphisme van preschoven is, als geldt:

(i) f: X— Y is een continue afbeelding

(i1) e(=): G (=) — G‘Xa;i_‘_(f-) is functorigel.

Opmerking 2.6: De eis (ii) in def. 2.5 wil zeggen: Voor elke V€Y be-

staat er een C-morphisme

(V) O'Y(V) — O'Xg;(v)

v
zodat voor elk paar V1,V2€Y met V, < v, (dus ¢ Yoy e V.) het diagram
L vt " 2 -
&
y{Vp) v, Oylvy)

G’Y(¢V1)

@(72) @(V1)

¢ o £(v,) S 1 O e £(V,)
X°£(¢V2)

commuteert.

Opmerking 2.7: (Het samenstellen van twee morphigmen van preschoven).

Laten (£,%): (X,ﬁ’X) — (Y,@Y) en (g,¥): (Y,O’Y) — (Z,O’Z) twee
morphismen van preschoven zijn.

We hebben dan het volgende commutatieve diagram:

=1
o, XL ¢ ogn) =07 LEH o o257y = 0 (7 )

X
o (s7) o (5T o.(sF €T
Z W Y ng X f—1g-1w
Q’Z(V) W O'Y_a_g_(V) = O’Y(g-1V) ‘—T')' e‘X o_i:(g_1V) = Q'X(f-ﬂg-‘]V) .

o(g V)
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D.WoZ.: Als we definiéren
Y(V) := @(g_TV)o?(V)

dan is o¥(-): §7Z(-) — (3X°_g§(-) een functoriéel morphisme. Met andere

woorden: We hebben het morphisme van preschoven:
(g£,0): (X,0,) — (¥,0°,)

(de samenstelling van (f£,9) en (g,¥)).

Propositie 2.8: Uit het voorgaande blijkt: De preschoven met waarden in

C vormen een categorie gD[;,QJ.

Definitie 2.9: Een categorie D heet een volle deelcategorie van (C als

(1) 0bj(D) & Opj(C)

(ii)  Va,B€0bj(D). D(A,B) = C(A,B)

Definitie 2,10: Zij C nu de categorie CRg *J, en laat

C*X:_g-—»,g

een preschoof zijn.

*)

C*X heet een schoof van ringen als geldt:

Voor iedere collectie (Uixie]:van open verzamelingen
in X met

U= U U
ier *
- geladt:

)

We kunnen ook categorifen als Ens, Ab, Gr, etc. nemen i.p.v. CRg. We
krijgen dan schoven van verzamelingen, van abelse groepen, etc.

We definiéren voorts de categorie s[},gﬂ als de volle deelcategorie
van @[—,_Q] » bepaald door de schoven in CJD]:—,_Q].

(Merk op dat in definitie 2.10 gebruik is gemaskt van het feit dat de
objecten uit C (in dit geval dus ringen) een onderliggende verzameling
hadden. Wij zullen in het vervolg alleen schoven beschouwen die deze

e%genschap hebben).
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(i) Als x1,x260’X(U) en Yier, x.1|U:.L = ;»;2]U:.L dan is

(ii) Als we een stel {x; | xieO’X(Ui)} hebben

ie?T
dat voldoet aan:

Vi o -
i,jel. x; I Uint *s I Uint

den is er een er’X(U) zodat geldt:

Yier. x| u =x. .
1 1

Propositie 2.11. Aan elke ring A kan op kanonieke manier een preschoof

van ringen worden toegevoegd.

Bew: Zij X = Spec A.

(i) Laat UCX een kompakte open deelverzemeling zijn.

Definieer:
als r(xB)=(ax,bX), dan bxyép_ en

R:= 4afbeeldingen U < x A

voor elke x,y€U is a b =b &
Xy xvy

Definieer nu als volgt een aequivalentie relatie op R:

' = 1 = 1t
rer' = |als r(xR) (ax’bx) en r (XP.) (ax’bx)’ dan

\ . | Y| -
pr_e U: che A\ p. cx(axbx axbx) 0.
We kunnen R/~ dan een ring-structuur geven door te definidren:

Als r,r' de aequivalentie klassen zijn, waarin r resp. r' twee

representanten zijn, gegeven door:
r: xt+— (a_,b 3 r': x> (a',p!
(a b ) 3 (a!,b!)
dan definiéren we:

i iging: r.r': x+> ! '
vermenigvuldiging x ( a8 ,b by )

3 : + '!: [—e 491! 1
optelling r+r': x (axbx axbx’bxbx)
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We zullen verifi&ren dat de optelling behoorlijk gedefinieerd is. (de
vermenigvuldiging is analoog te controleren).
(a): r+r'€R, want als x = Xp_’ dan bx,b}'cép_ dus bxb}'cé_p_. Ook als x,y€U,

dan is

(a.b! +a'd )bb' =(ab )p's" + (a'db')p b =
X X Xxyy Xy Xy Xy xvy

1t tt =
(aybx)bxby + (aybx)bxby

b' + a'b )b b' .
(ayy YY>XX

(b): Als rws en r'~g', dan r+r'~ sts'. Want, als

r: X — (ax’bx) ; T': x> (a}‘c,b)'c)
S X+ (ax,Bx) ; s't x+— (a}'{,B}'{)
Dan:
Tws <= VXEQUSCX@A\E. cx(aXBx-ube) = 0
rms! = VX.RSUBc}'CeA\p. c}'{(a};B}'c"u}'cb}'c) =0
Ook:

rir' o sts! == VxBeUHtXeA\ . tx[(axb}'c+a}'cbx)BXB)'{ +
-(OLXB)'CML}’;BX)bxb}'J =0 .
Welnu, kies t, = cxc}'ceA\ p. Dan geldt:
cxc}'c [(axb}'c-'-a}'cbx)‘sxs;c - (uxBD'c+aJ'ch)bxb)'c:l =
= [e (a8 -aD )] clplp! + [c}'{(a'B'-u'b')]cxbeX = 0.

X X X XX X XX X X

Definieer nu, als U = ¢, dan &(U):= 0, en als U een niet-lege kompakte

open verzameling is, dan:

&(U):= R/~ &
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Merk op: Als U,V twee kompakte open deelverzamelingen zijn van X, en
UCV, dan hebben we een ringmorphisme

U

Py O(w)— &) ,
~ gedefinieerd door pg(§) = 5, waarbij, als r een representant is van ;,
s wordt gevonden door r tot U te beperken. Ga na dat pg hiermee een

ringmorphisme is.

(ii) Zij nu U een open (niet noodzakelijk kompakte) deelverzemeling van
U. Omdat {D(a) | aeA} een basis is voor de open topologie van X, waar-
bij elke D(a) bovendien kompakt is, kunnen we, als {U . de collectie

ier
is van open kompakte deelverzamelingen van U, stellen.

U= U u,
ier 1

Als UiC Uj’ dan hebben we een ringmorphisme

U.
o L. @'(Uj)—'* G’(Ui)

U.
J
Ui U. U.
Ock, als U.CU.CU. , dan is p p J = o s terwijl o de identiteit
-1 J k U. Uk Uk Ul
is op G(Ui). J
Derhalve isg
U
J J
.. »*) . .
een projectief systeem . Definieer nu:
(U):= Lim ©(U,) *)
el

Zijn nu U, V twee open deelverzamelingen van X, zodat UCYV. Laat gelden:

&(U) = 1im &(U.) en O(V) = 1im &(V.)
T i 5

Omdat U€V, komt elke kompakte open deelverzameling Ui van U voor in de

*)

zie appendix.
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collectie {Vj}, dus ICJ, -

We schrijven:

O(u) = lim 3’<Ui) en O(V) = lim O'(Ui)
1eJ

[}

e

Beschouv nu r € (V). Dan hebben we, vanwege de kanonieke morphismen

iin 0(w;) = 010;) (1e7)

voor elke i€I een pi(;')éQ'(Ui). Ock commuteren de diagrammen:

voor elke i1 1. €1 als Ui1c Ui2' Derhalve hebben we wegens de definitie

2
van projectieve limieten een uniek bepaald morphisme

U
p
o (V) =5 Lim O(u) = OV,
el

Hiermee hebben we als UCV ook de restricties gedefinieerd, en het is
duidelijk dat deze definities compatibel zijn met die, gegeven in geval
(i) van dit bewijs.

We hebben de preschoof.

O: spec A— CRg .

Propositie 2.12: Er is een natuurlijk isomorfigme

a: Aa& &(p(a)) .
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Bew: (i) Als a nulpotent ig, dan A =0, D(a) = ¢, dus &(D(a)) = 0,
zodat in dat geval A = O(D(a)).

(ii) Zij nu a niet nilpotent. Definieer dan a, als volgt: Als

kies dan r: D(a) — A x A

%, = (b,a™) , pr-eD(a)

en definieer: oca(-b-ﬂ):= re ®bp(a)).
a

Het is direkt duidelijk dat de functie r een element is van de verzame-
ling
r(x ) =(a_,b )= b ¢p
R:= ~afbeeldingen D(a) ¥ A x A R X x
Vx,ye D(a). axby = aybx
(C.f. bewijs prop. 2.11), zodat ;eQ‘(D(a)).

Ook is o als verzamelings-afbeeldiné goed gedefinieerd. Als

b,y_= Sy = T b _e_
OLa.(nL)_r’ma(m)"r’ n m°®
a a a a
dan: dtemn. at(bam- cal) = 0

zodat r~r', dus r = r'., Dat o_ een ringmorphisme is, is triviaal.
> a . H

(ii,a) a, is injectief.

Zij:

(@] ]

by
0La.<m1r'1.) B
a

Dan moet getoond worden dat % 0. Welnu, zij

a

r: D(a)— A x A

x = (a b ) = (b,a") .

R

Als r~0, dan geldt (zie bewijs prop. 2.11)

Vxne D(a)de_e A\ p. e b =0,
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Omdat volgens Opm. 1.24 D(a) = Spec(Aa),' geldt dus:

Vp_CSpec(Aa)aceA\p_. R G

Definieer nu het ideaal:
i=(2eA cb = 0}
= 1 a .

Als 1 # A, dan is er een maximaal ideaal _@CAa, zodat icm. Volgens ()

is dit niet mogelijk, zodat i = Aa' D.W.2. —}e_i_, dus 1. = b = 0, dus
b

_—=Ol
n
a

(ii,b) o is surjectief: Zij re®(p(a)), en noteer:

r: fo-—* (ax’bx)
Dan: : VerD(a). bX¢p_ = VxReD(a). xReD(bX)

. v
Dus: D(a)cxeD(a) D(bx)

Omdat D(a) kompakt is, hebben we een eindige deeloverdekking:

D(a) =D(b_ )U ... UD(p ) .
1 xm

Definieer nu: i:=Ab_ + ... + Ab

Als icp en p is een priemideaal, den a€p, want als aqép_, dan Xp_e D(a),
dus 3bx zodat

L

xBe D(bxi) R

wat zeggen wil: bx ¢ R, tegenspraak, want iCp. Derhalve
i

aevi

t_
Dus Jt€N. a° = ¢ bx + ...+ eD (c1,...,cmeA)

We hadden: r: x. + (ax.’bx ) (i =1,...,m) .
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Bovendien geldt voor elke x €D(a) per definitie:

(ab =-a b )=0.,
xxi X. X

it
(]
av
+
+

Definieer nu: b: cmaX . en ook:

1 m

s: D(a) — A x A
X > (b,at) voor elke x&D(a)

Dan is s €®(D(a)), en bovendien: s~r, want als x&@D(a), dan geldt:

t =
axa bXb =0 .
Immers: b b = bx(c15.x S S ¢l ) =
1 m
=c1(ba )+..+cm(bxax)=
1 m
=c (b a)+ ... +c(b a)s=
1
_ _ t
—ax(c1bx)+...+cbx)—aa.
1 m
Hiermee 1s bewezen:
o s T
a. .t (]
a

Dus o is surjectief, en dan ook een isomorfie.

(ii,e) o is een natuurlijk isomorfisme:

(Duw.z.: We hebben een commuterend diagram

o S o S
& & )
¢a
2
Aa e A
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D
e a . .
voor elke a,a,E€A zodat D(a1)cD(a2)). Hierbij is oy T de restrictie
a a
in de preschoof &, en ¢a1 wordt als volgt gedefinieerd:

Er geldt: 2

[D(a1)c:D(a2)] == [a.¢p = a,ép] — [e,ep = aep] = (.S VAa,].
en als a1€ /Ka?, dan is er een natuurlijk getal t, zodat
t_
a = xa, .

We kunnen dan definiéren:

&
¢a : Aa —> A
o %o 2
b, bx" _ bx"
n n tn °
(a2) (xaz) a,

Ga na dat dit een goede definitie is. Het is direkt duidelijk dat met

deze afbeeldingen het diagram commuteert.

Gevolg 2.13: ((Spec 4) = A
Bew: A=A = O((1)) = O(sSpec 4).

Definitie 2.1k4: Beschouw een punt x&X, X = Spec(A), en daarbij de

familie
W:={C) | ueX en xeU} .
Tezamen met de restricties

v
p
0(v) —L— F(v) (veu)

is W een injectief systeem van ringen.

*)
zie appendix.



We definiéren:
¢(x):= Lim )
w

en noemen (F(x) de stask van & in het punt x.

Propositie 2.15: Voor elke XEGX = Spec(A) geldt:

Bew: (i) de constructie van B,
We kunnen in plaats van het gehele stelsel omgevingen U van x het cofi-
nale gerichte deelstelsel der omgevingen van x van de vorm D(ai) nemen**),

zodat geldt:

F(x) = 1im  ©&(D(a)).
xeD(a)

7ij x €D(a.). Definieer:
ho) i

B.
O (D(a.)) 2= n —2s 4
1 ay el
to— Lt
n n

a a

i i
(Dit kan, wegens x G.D(ai) = aié}g. Ga na dat de definitie van B,

behoorlijk is). Omdat de diagrammen

O(n(a;)) a8,

*. . .
zle appendix.

zie appendix.
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commuteren. (C.f. bewijs (ii,c) van prop. 2.12), bestaat er een uniek

bepaald ring-morphisme

B : F(x ) = 1lim @(D(ai).u_ lim Aa.—_) Ap

=S B

aif:}g afp i

(ii) B, is injectief, want kies @ 90’(x2), dan hebben we (wegens de

definitie van injectieve limieten van ringen) een diagram:

waarbij Y5 het natuurlijke morphisme is, en Bi zoals in (i) gedefinieerd,

terwijl, als we D(ai) geschikt kiezen,
t = t

3 EA . 8= v. (=)

a; i a

Zij nu sx(e) = 0. Dan te bewijzen: 8 = 0.

: = . ogl () - ; : .
Uit 8.(8) = 0 volgt: B;(*=) = 0 (in Qe ring Ap.). D.w.z.:

a.
1

§s¢2. st = 0.

Kies zo'n s, en beschouw het commutatieve diagram

—=50(n(a;)) ¥

a, i
a 3
Ox )
¢ais /? XP_
Y.
A, —=—0(D(a;s)) J
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En er geldt:
a n
4)1(1_’—-)- st =9 wegens st = 0.
a.s' n n ,
i7 a. (a.s)
i i
n a.
t t 1
Dus: 0 = v. (-—S——E) = v, ¢als ("‘n) = 'Yi ( 'n') =8 .,
J (ais) Jogy a; a;

(iii) B is surjectief: Kies iS:-eAR, dan XBQD(S), en we hebben derhalve

het diagram:
By
O’(X) ey A D
. B.
YJ d
O(D(s))e-n_3

(V1) [ g Ne— Py

en derhalve: “:‘Bx(ej ('1-;-)) =is-'- .

Propositie 2.16: De in prop. 2.11 gedefiniecerde preschoof ¢ op X = Spec A

is een schoof.

Bew: We moeten aantonen: Als U€X, en (Ui) is een open overdekking van

U, en als (s.)el ©(U.), dan:
1 i 1

(1)  Als 5,4 @0°(U) en Vi.s | U; =t | U, dan s =t .

(ii) Als Vi,j =8, | U.AU, =5, | U.OU,, dan is er
1 1 Jd J 1 J

een se O (U) zodat voor elke i: s | U, = s,

Bewijs (i): 2ij se€O(U) en laat s | U; = 0 voor elke i. Dan geldt s

i
o

want:

(i,a) Zij U kompakt. Noteer: s = r & F(U) en

T X — (ax’bx) (xeU).

Kies XP_e U. Dan HUi. XEGUJ._. Dan wordt s | Ui- gerepresenteerd door de

afbeelding:

U, e— U 5> 4 x *
1
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en s | Ui = 0. Dow.z.:

EcxeA\p_. ca, = 0.

Omdat we dit voor elk punt Xp_eU kunnen doen, geldt: s = 0.

(i,b) Zij U willekeurig open.

O) = dim  O,) covveiiiiiinin ()
ViCU
Vikompakt

Als seO(U), dan s | U, = 0 voor elke i. Dan is ook s | Uin Vj = 0 voor

elk paar (i,j). Nu is (u,n Vj)i een open overdekking voor Vi, en
(s | v,) | v.nu. =8 | v.NU,
d J 1 J 1

dus is volgens (i,a) voor elke j s | Vj = 0. Wegens (%) is dan ook

s = 0.

Bewijs (ii):

(ii,a) U kompakt met open overdekking van de vorm

U= D(a1) u ... UD(am)

We hebben voor elke i een sieﬁ'(D(ai)) en dus kunnen we voor elke i

een a. ,bieA vinden en nie N zodat

@’(D(ai)) L Aa

Ook geldt: D(a,)0 D(aj) = D(aiaj), zodat we kunnen schrijven:

s; | D(aiaj) = s, | D(aiaj) RN € 2.



2. 17
We hebben het commutatieve diagram:

C(n(a;)) —— (’(D(aiaj)) — &(D(aj))

o o, o .
a; |S aiaj ) j |5
A e —t A . R A
ai iaj aiaj aiaj aj
: 6,
1 J
Dus:
4 -1 aiaJ
n
oLa,l bl ¢ai b‘aj 1
°i a. i ) (a.a )nie;Aa‘la
| i i J
4 -1 aiaj
1.
0La. b ¢a. b.a
o bl ] 13 e,
J n a.a
a., J a.a.) J i
3 (l J) 3

(%) zegt nu: In de ring A . egeldt:

173
b.a."i Dp.a.?J
i3 g
ni . Ne
(aiaj) (algj) J

Dat wil zeggen: (als n = n, + nj)

N p BB n BB
dNelN. (a.a,) Eb.a..a. - b.a.a. J_] = 0.
14 1J1 Jd -1
n-n. n-n,
Door uit de rechter factor de factor ai aj J te halen, en de hele

uitdrukking met geschikte machten van a; resp. aj te vermenigvuldigen
volgt:
n. n,

N
0 J 1
e L] ° - . - - o o = ..l.‘llnll
EINO i) (alaJ) (bla.‘J bJal ) 0 (9e¢)

waarbij N onafhankelijk is van i en j.

0
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Definieer nu s & (U), door als representant r van s te kiezen:
r: x > (a_,b_)
D x*x

met: Als x€U, x.e.D(za.:.L ), dan:

x
r N
a = b. a,. 0
X i i
x °x
<
N _ +n.
i
b o= a, 0 ix
he'3 1
L X
- Dit voldoet aan alle eisen:
(a): bx?éRx » want xeD(aiX) .
N N _+ns N N _+n:
(8): ab ~ba =5b. a, Oa, O W-1p, a, Vg, 0 *x=
Xy Xy i T4 1 i i
X % Yy y vy X

W N n:
(a. a. )9 (b, a. *¥ = b, a. %) =0 (C.£. o)
1 1 EN 1 1 1
X Y X ¥ y X

(v): s | D(ai) = 8., want dit volgt direkt met:

N No*“i)

( ns
H —> . .
S. X b ,a )

v

(ii,b) U open, kompakt met open overdekking (Ui).

We hebben: U = U Ui' Kies voor elke i een overdekking

y, =Y D(a(i)).
RN A

Dan is

v= U D(a(%))

1,0, 94

en wegens de kompaktheid van U is er een eindige deeloverdekking



v= U nalt)
l’Ji L

We weten:
5.€0(.); s, | U.AU, =5, | WNAU, vevuvnn... ()
1 1 1 i J J 1 J

(

We kunnen de si's beperken tot de D(a.l))'s en dan blijft er een aan (%)
i
)'s. Derhalve is er volgens (ii,a)

(a{"

i

analoge relatie bestaan voor de D

een s €(U) te vinden, zodat:

(1)y _ (i)
s | D(ajz ) = s; | D(ajz )

Voorts kunnen we, door (i) toe te passen op

u. = U D(a(i))

a9

vinden: 8 U. = s..,

(ii,c) U willekeurig open, U = ‘JU:.L open overdekking

We hebben weer: s, | Uif\Uj = sj I Uif\Uj. Kies VCU, V open en kompakt.
Noteer: V.= Vf\Ui. Dan geldt:

s. | v.av, = (s, | Uu,nU.) | v.0v, =
i it g 1 i 7] 1

=(s. |U.NU,) | v.nV. =5, | V.NV..
gt i E R A

Dus hebben we volgens (ii,b) voor iedere open kompakte deelverzameling

V van U een sveo'(V) gevonden zodat:

Sy , Vi = 8.

; I Voo Vi eeveianiiii()

B%mwwm:ﬁﬂcﬁ”CU;ﬁ”,%”omnmkmmm.
Dan is:
(sV(g) | V(1)) l V“)nui = s, | V(1)nUi =

=g (1) l V(1)n U. voor elke U. .
. v L i
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. 1 .
Volgens (i), toegepast op O’(V( '))_ geeft dit:

IS] (2) ! V(T) =8

v g

Hiermede is aangetoond, dat het stel
{sy | Veu, V open en kompakt}

een element in &(U) = lim O(V) definieert. (C.f. de definitie van een
projectieve limiet van ringen) *). Dit element s& & (U) voldoet aan de
eis: s‘ Ui = 8. Want: Voor elke open kompakte VCU hebben we: s vV = SV'
Beschouw nu:

Ow,) = ain G L e
V(:.L)komp.

v(la: U

Elke V')

teert het diagram

is bevat als open kompakte deelverzameling in U. Dus commu-

& (u) —= C?(Ui)
| |

Dat wil zeggen: s (1) = (s | Ui) | ‘V(i). Ook hadden we volgens (3):
' .
sv(i) = s, | V(l) (Omdat V(l)c Ui)

Dus geldt voor elke i: -

5 | V(i) = (s | Ui) ‘ V(i)

en wegens (») volgt hieruit: s | U, = s

Definitie 2.17: Als A een ring is, dan heet de schoof (Spec(4),®), zoals

- gedefinieerd in propositie 2.11, het affiene schema van A.

)

zie appendix.
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¢

Propositie 2.18. Als A —> B een morphisme is van ringen en als X:= Spec A,

f:= Spec ¢, Y:= Spec B, dan hebben we: f: Y - X. Als

nu (X,GVX).QQ (Y,C*&)'gg affiene schema's zijn van A
resp. B, dan induceert ¢ een morphisme van schoven
(f:@): (YQ&Y) > (X’ 03{)-

Bew: Allereerst bewijzen we de volgende

Opmerking 2.18%: 7i} (X,G&) een van een schoof Of voorzieme ruimte X.

Zij U een open deelverzameling van X. Stel:

Vi= (V) o1

‘is een familie open deelverzamelingen van U zodat geldt:

. .. V. et
1) A% ; Vlane

]

2) U v=u.
vely
Dan geldt:
O (u) = G (v) .
X ve X

Bew: Beschouw morphismen, gegeven door

G (u) = @ (v.) (ie1)

Deze zijn compatibel met restricties: D.w.z.: als ViC:Vj’ dan commuteert

o

o (v) — 05,(v,)

N

O“X(vj)
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Dus induceert het stelsel {oci}i een morphisme

el

O (u) % 1im F.(V)
X <\7;—I.1“9, X

(i): o is injectief

7ij o(s) = a(t). Dan is voor elke veV : g | v =% | V. Dus: s = t
(Schoof eigenschap van G’X).

(ii): o is surjectief

.. - e . - e, . . . o
Zij {Si}i lim G’X(V), zeg 5, € X(Vl). Dan is er voor elke i,j een keI

zodat

v.0y, =: v elr,
1 J k

s, NV, =s_. s. | v.ov. = 5 . D

en s, I Van;| 8. Ock sJ I V:L VJ 5, Dus
s. | v.av. =35, | v.nv. .
1 i J J i

Dus Jse U’X(U). s | v, = Ei’ VVie'l?’. Dus o is surjectief.

Voorbeeld: Als (X, @’X) het affiene schema is van de ring A, dan is

O (U) = km & _(D(a)).
X D(amU e

Bewijs van propositie 2.18: We moeten construeren een functorifel mor-

phisme

0(=): &y (=) — & oz(-)

Zij nu U een open verzameling in X en zij V:= f-1U.
(i) U = D(a).

Dan is

vV = f_1(D(a)) = {y—q‘eY | x . eDd(a)} =

4 a
=1
{y_g.eY ] a¢¢ gl = {ygeY | ¢a¢_q_} =

D(¢a) .
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We kunnen dus definiéren:

Oy (D(2)) = &, — B, = ©,(D(¢a)) = Oper(D(a))

o(D(a)):= 4

—

9’5 id‘

t
(¢§)n

‘e

Het is eenvoudig na te gaan dat dit een behoorlijk gedefiniderde af-

beelding is, en dat, als D(a1)(3D(a2), het diagram

¢(p(a,))

&y (pla,)) —— O e£(D(a,))

restr., restr.

O, (D(a,)) ®,°£(D(a,))

@(D(a1)
commuteert.

(ii). ZiJ nu U een willekeurige open deelverzameling van X.

Dan is volgens opm. 2.18%:

G = 13
<(U) = Lin O (D(a,))
1€T
als {D(ai)}iel de familie is van alle D(a)'s met D(a)CU.

Beschouw V:= £~1U. Dan is

v= U D(¢a,)
iel 1

en hieruit volgt:

O (V) = 1im D(da.) .
Y %éf al

Dus kunnen we &(U) als volgt definiéren:

Beschouw voor elke i€ I het morphisme

&X(U)m &X(D(ai)) @(_D(—ai—ﬁ 3Y(D(¢ai)) .
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Dit commuteert met restricties: (D(ai):) D(aj))

O0leg)) Frayy SulDlés;))

&_(u) restr. restr.

Oy (p(ay)) W Oy (D(¢a;))

dus induceren de @(D(ai))'s een morphisme

G’X(U)W % Oy (D(4a;)) = O, (V).

Het is eenvoudig te controleren dat aldus gedefinieerde ¢ voldoet aan de

voorwaarden van prop. 2.18.

Definitie 2.19: Als A en B twee lokale ringen zijn, met maximale idealen

resp. m en n, dan heet een ringmorphisme f: A + B een

lokaal homomorfisme als geldt: f(m)cn.

Propositie 2.20: Als ¢: A > B een ring-morphisme is, en (X,G‘X) en (Y,@”Y)

de affiene schema's zijn van A resp. B, terwijl f:= Spec ¢,

en als ye¥, x:= £(y) €X, den induceert ¢ een natuurliik

ring-morphisme

o{x): @'X(x) — G‘Y(y)

tussen de staken in x en y. Bovendien is ¢(x) een lokaal

homomorphisme.

Bew: We hebben in het bewijs (i) van prop. 2.15 gezien:

O (x) = lim @(D(a.))

X xeD(a. ) 1
i
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Evenzo:

O y) = Lm O((,)) .
yeD(b,) J

Kies nu xe&D(a). Dan is ye:f'_1D(a) = D(¢a), en we hebben een ring-morphisme:

d)a: O’X(D(a)) 3(D(a)) O,Y(D(d’a))—'* OJY(Y)

waarbij ¢(D(a)) gedefinieerd is, zoals in het bewijs (i) van prop. 2.18.

Volgens dit bewijs (i) commuteert dan, als xGD(a1)cD(a2), het diagram:

restr. . restr.

e'X(D(ag)) W gy(D(¢a2))/

waaruit blijkt dat het stelsel {cba | x@D(a)} een uniek bepaald morphisme

O‘X(D(a1)) m @'Y(D(4>a1))

0 (v)

o(x): G'X(x) = xi%a O'X(D(a))"* G’Y(y)

induceert. Het is eenvoudig te controleren dat het diagram

6, 22l @ ()

, Y
B [5 LY ls
% T(mg) 9

commuteert, als men definieert:
als x = XP.’ y = y_g., f(y) = x (dus ¢—1_q_ = p), dan

o(p,q): AP.—* B_g_

X, $x
t ot
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waarmee ook de natuurlijkheid van @(x) getoond is. Voorts, omdat het
maximale ideaal m van de lokale ring (e.f. opm. 1.35) AR gegeven wordt

door:
n=1{2eA | aep}

en analoog het maximale ideaal n van B gegeven is door
n=11Ees | (Be_q}
B S q

volgt uit p = ¢ 13:

en = o&p = d)(q)eg‘: Q(B,g)(%) = %G_I_l_ .

crje

Dus is ®(p.g) een lokaal homomorfisme. Wegens () is dan ¢(x) een lokaal

homomorfisme.

Opmerking 2.21: Als (f,9): (X,@'X) — (Y,@"Y) een morphisme van schoven

ig, en y = £x, dan induceert ¢ een morphisme
—_—t .

@(y):G’Y(y) — G’X(x) tussen de staken in x en y.

(De constructie van ¢(y) verloopt geheel analoog met die van ¢(x) in

prop. 2.20).
Lemma 2.22: Als (f£,9): (X,G‘X)—-» (Y,G’Y) en

twee schoof-morphisme zijn en

VxE€x, y = rxe€Y. o(y) = ¥(y)

dan is @(~) = ¥(-).

(2]

Bew: Als UEY dan hebben we het commutatieve diagram: (x& f—1U wille-

keurig, y = fx)



(U
o
Py ey
() O (x)
T e (y)=uy) ¥

zodat p e o(U) = p _1 °¥(U). Kies nu EGG"Y(U). Dan volgt uit

£y Bk
° (e(u)(s)) =»p -1 (¥(U)(s)), dat er een open omgeving V. van x be-
£y 4 £

staat (met Vyof 'U) zodat

o(U)(s) v = ¥(U)(s) v, .

We kunnen nu f_1U overdekken met de collectie (V) . Uit de schoof-

, v ap
eigenschap van & % volgt dan: xef U

o(U)(s) = ¥(U)(s) .

(We kunnen dus het al of niet gelijk zijn van twee schoofmorphismen

(£,0), (£,¥) controleren in de staken).

Propositie 2.23 : Als (X,@’X) en (Y,G’Y) de affiene schema's zijn van
de ringen A resp. B, en alg

(f5®): (X’O/X) - (Ys &Y)

een schoof-morphisme is, zodat voor elke x&X, y = f(x)€Y

o(y): @'Y(y) — &X(X)

een lokaal homomorfisme is, dan wordt (£,%) op de

manier van prop. 2.18 geinduceerd door een ring-

morphisme

¢: B—)'Ao
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Bew: (i) £ = Spec ¢. Definieer: ¢:= (B = GY(Y) m B’X(X) = A). Kies
CA, priemideaal. Dan is A = & _(x ). ZiJ = £f(x_). We moeten be-

R.. i =1 B £ . y'g‘ 2

wijzen: ¢ = ¢ p. Welnu, beschouw het diagram:

B 9 A
N

o028 o) 7

Loy i
6y, 2L Oy(x,)
0 X

[ ST

s
3L A
e il

waarbij 6 zo is gekozen dat het diagram commuteert. Zij B g, dan —513- be-

vat in het maximale ideaal van B_g" ® is een lokaal homomorfisme, dus

9(-?—) is bevat in het maximale ideaal van AE. Er geldt:
0(8) = 005(8) = ies(8) = LEL | aus 4(p)ep .
Derhalve: ¢(Q)ED wreareeverrransnnnness (%) .

Ook, zij aep en o = ¢(B). Dan is % een niet—-eenheid in AP.' Voorts:

6(-?-) 8e§(B) = ie4(B) = = .

Dus is -aB- een niet-eenheid, zodat B&gq.

Derhalve: 0T DEG verrrireiiniianans ()
Uit (%) en (ve¢) volgt: g = 4’_12 als Yo = f(xp_). Dus f = Spec ¢.

(ii) (=) wordt door ¢ geInduceerd: Kies -@QBQ . Dan:

1

0(8) = 0aj(s) = ieg(s) = LEL,

Ty o 1 oo : 1y 008 =
Ock, als ség, G(S) =30 want als e(s) = T » dan volgt uit 9(3).9(1) =1,

He¢p. clo - t.4(s)] = 0.

&= "'—1‘— 1 : —B- = i-s- . - .
Dus ¢ = 375y + Dus i.h.a.: 6(2) 4s * Met andere woorden: ¢(-) komt in de
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staken overeen met het door ¢ geInduceerde morphisme van schoven. Der-
halve is volgens lemma 2.22 &(-) het door ¢ geinduceerde functoriéle

morphisme.

Definitie 2.24k: Als we als objecten nemen de affiene schemsa's en als

morphismen die morphismen van schoven tussen affiene

schema's

(£,0): (1,6)— (1,0,)

die voldoen aan de eis, dat de geInduceerde morphismen

tussen staken
o(y): Oy ly) — 0, (=)

(als y = £x) lokale homomorfismen zijn voor elke xeX,

dan hebben we een categorie gedefinieerd: de categorie

der affiene schema's.

Opmerking: Dat de samenstelling van twee morphismen van affiene schema's
weer een morphisme van affiene schema's is, volgt uit de
trivialiteit dat de samenstelling van twee lokale homomor-

pPhismen weer aan lokaal homomorfisme oplevert.

Stelling 2.25: Er bestaat een anti-equivalentie tussen de categorie der

commutatieve ringen met eenheidselement en de categorie

der affiene schema's.

Bew: Als (X,Cﬁx) en (Y,CVY) de affiene schema's zijn van A resp. B, en

als (£,®) een morphisme is van affiene schema's
(fs(b): (Xa GX) - (Y’G/Y)

Dan werd (f,%) volgens prop. 2.23 gefnduceerd door het uniek bepaalde

ring=-morphisme:

$: B = O'Y(y)i(ll G’X(x) = 4,
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Als we de categorie der affiene schema's aangeven met AffSch, dan kunnen

we als volgt een contravariante functor definidren:

F: AffSch — CRg

p[x,07) L2l (v,6)] := [o5(0) 2L o ()] .

Omgekeerd hadden we een functor G, die aan elke ring zijn affiene schema

toevoegt. Ook G is contravariant:

G: CRg — AffSch

¢ a5 = [x, o) £.9), (x,07,)]

waarbi] (Y,CTY) en (X,Cﬁk) de affiene schema's zijn van B resp. A, en

(£,%) het morphisme van schoven is, geconstrueerd uit ¢ volgens prop. 2.18.
Prop. 2.20 garandeert dat (f,®) een morphisme van affiene schema's is.

Het is direkt duidelijk dat FeG en GoF de identieke functoren zijn op

CRg resp. AffSch.

2.26 Opmerkingen: Vaak zal kortheidshalve het affiene schema van een
ring A worden aangegeven met Spec (A). De bijbehorende schoof heet de

struktuurschoof op Spec(4).

Wegens stelling 2.25 kunnen - in categorische taal
te formuleren - stellingen, die gelden in CRg worden gedualiseerd tot
stellingen over affiene schema's. Bijvoorbeeld:

In AffSch bestaan gevezelde produkten.*o Want, een

gevezeld produkt in AffSch is duaal met een gevezelde som in CRg, en

deze kennen we expliciet: de tensor=-produkten. Dus:

Spec A 1 Spec C = Spec (A 5 ¢)

Spee B

(als A en C B-algebra's zijn).

*) zie voor def. van gevezelde produkten en -sommen de appendix.
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Een ander voorbeeld:

In AffSch bestaat een punt—object. *) Nl.: In CRg hebben we het co-punt-

Z. Dus het punt-object in AffSch is Spee(Z).

zie appendix.
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§2a. Voorbeelden bij §2.

Enige voorbeelden van affiene schema's

(i) Het affiene schema (Spec @EX],C%) van ¢[xT7.

We hebben in Spec C[X] twee soorten punten (cf. §1a, (iii)): De gesloten
punten o, corresponderend met het priemideaal (X-u)CEK] en het algemene
punt X5 behorend bij het nul=ideaal van QE{I

o *0

Kiésrnu-een open verzameling UC Spec Cﬁﬂ, zodat U # ¢ en U # Spec Cﬁﬂ.

Dan heeft U de vorm

U = Spec CDQ~\\{a1,...,un}

e e — X,
o Oy e o
Noteer: £f(X):= (X—a1) e (X-an).

Dan is U = D(f(X)). Volgens prop. 2.12 geldt dan:

@) = e[, = {-(-iff(’)‘—;;; | g(x),5(x)e ¢[x]}.

We kunnen dit ook als volgt opvatten (in dit geval!). Elk element

%(%e ¢(x)

is op te vatten als een functie met complexe waarden op de affiene com=

plexe rechte 01:

), sla)
v(x) -

O (U) vestaat dan, in deze opvatting, uit dié rationale functies, die

~ geen pool hebben in
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iy
o ‘\{u1,...,an}.

(Ga na dat dit precies de elementen van @Eﬁ]f zijn).

Kies nu een gesloten punt o & Spec CE@]. Volgens prop. 2.15 geldt:

@ (a) = «:[X]( = {%g%— | ¥(x)é&(x-a) ¢[x]}

X=-0.)

(de stask van @ in het punt o). Met andere woorden:
_ 9(x)
7 (a) &763) | v(a) # 0.

(Dit is een voorbeeld van het specialisatie-begrip, zoals ingevoerd in
Weil's Foundations of Algebraic Geometry [ﬁ]). Dus bestaat (o) uit

did rationale functies

9(X) . g, (B)
P(x) ° v(B)

die geen pool hebben in het punt cxe@1. Omdat

O(a):= 1in O(U)

aclU

moet er voor elk element %%%%45 G(a) een open omgeving U van o bestaan,
zodat

o(X)

vx) € G-
Welnu:

2 e O(a) = y(0)¢(x-a) c[].
Zeg: P(X) = (X-B1) ce (X—Bn) (o # Bi)

Dan: Kies U:= Spec Cﬁﬂ‘\{61,...,8n}.

Dan hebben we:

%%e C(U) en aeU (= D(y(X))).
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Tot slot bepalen we de staak van (¥ in het algemene punt X

O (x,) = C[X](o) = {ﬁ%—; | v(x) # 0} = e(x)

@’(xo) is dus het quotiéntenlichaam van C[X] .

(ii) Het affiene schems (Spec C€[X,Y],&") van ¢[x,Y].

We krijgen in het algemeen een open verzameling @ # UCSpec fC[X,Y] door
uit Spec G‘J[X,Y:[. een eindig asantal "irreducibele‘ krommen" (d.w.z.: alle
 gesloten punten op die kromme plus de algemene punten van die krommen)
weg te laten, benevens een eindig aantal gesloten punten (Cf. §la, (vi)).
(a) 2zij £(X,Y) een irreducibel polynoom en laat U:= D(£(X,Y)) zijn

'\\ c*
) ,\&x,y):o

Dan is volgens prop. 2.12:

& (u) = (D[X’Y]f(x,y) = {ﬁ ‘ g,feCE(,Y]}-

(b) Zij m het maximale ideaal (X~£,Y-n) en kies

U:= Spec @EX,Y]\{xm}.

Dan geldt, als ¢1(X,Y):= X=£ en ¢2(X,Y):= Y=-n,

U = D(¢,)UD(s,).

2

(Ga na). Derhalve is U = als vereniging van twee kompakte verzamelingen =
zelf kompakt. We willen &(U) bepalen.

Hiertoe beschouwen we functies

r: U— ¢[x,¥] » ¢[x,Y]

. x r——— (£ ,g )

2 2R
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die voldoen aan: g gé en fg =¢gf als x_en x_ punten zijn van
' 2 24 24 2 Q J
U. (cf. prop. 2.11).

Opm.: We mogen sannemen dat voor elke xp_e U f}l en gp_ geen gemeenschap-

pelijke factor hebben, want als

f = f£'.4d en = g'.d (x eUu)
2 2R & T &G 2
en rt: U— ¢[X,Y] x ¢[X,Y]

— (' . !
XP ( E’gﬂ)

dan is wegens f'g =f g' : r~r' (Cf. prop. 2.11).
eg 'Pg_p_ 'P_gP_ prop

Stel nu xp-eU en gp_e g, waarbij g een priemideaal is in (E[X,Y_—J . Dan
geldt: (Als g # m)

€cg= 1 =gf e
gR_g_ 'RgQ.'gP.Q.'q‘
= f eg

| g_qég.
Neem eens aan: ¢ _(X,Y) is een irreducibele factor van gB(X,Y) (even=
tueel ¢ = g ). Dan, als
p % ’

p,:= (er_(X,Y)) (]p_1 # m)

is R, een priemideaal en gp_e Ry Dus is volgens het bovenstaande ook
fRe By Dit kan niet, omdat dan gE en fE dezelfde gemeenschappelijke
factor ¢P_(X’Y) zouden hebben.

Hieruit volgt direkt, dat gE een constante moet zijn: gRe c.
We kunnen dan opmerken: r~r" als r" bij r geconstrueerd is volgens:

r': U— ¢[X,Y] x ¢[X,Y]
-1
— £ ,1

Hieruit volgt het bestaan van het ringmorphisme
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o) — efx,7]
" — .(gi.'] fR)

(Ga na dat deze definitie niet van de keuze van P afhangt,) Dit morphisme

is een isomorfie (Ga na), dus

¢ (v) = ¢fx,Y].

De staken van & :

(a) Als X, het algemene punt is van Spec C]:X,Y:] , dan

O(x,) = c[x,rr:](o) = ¢(X,Y)

(b) Als %E een niet gesloten punt is, gﬁ # Xg» dan p = (¢(X,Y)) voor

een irreducibel polynoom ¢. Dan geldt:

&x) = e[x1] - .{g—g—% | e(x,Y)é p}.

(De rationale functies die niet in alle punten van Cz die op de

kromme ¢(X,Y) = 0 liggen, de waarde = aannemen.)

(e) Als x  een gesloten punt is en m = (X~-£,Y-n), dan:

Tly) = m[X’Y](x-g,Y-n) = {2%:% | e(g,n) # 03,

(iii) De affiene schema's van Aa en A.

Zijn A een ring, X:= Spec A en (X;CYX) het affiene schema van A. Als

a€A, dan hebben we de ring Aa en de open verzameling D(a)CX.

Opm. (a): V(Aa)p_ = Aab.
1
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Want, definieer:

sa' b

o )
= bs — N, M

a =o EMn =O aM,N- abs:o..o'.."'.(*)

bym o

() a

n
Sa-—n);?l-{-n:O S aTo aT+mbT+ns=O.o.--onooo.c-ono-tooo---o('x-x-)
(ab)
(*) = <-)é->(-)’ want aNbMS = Q== a(N+M)+mb(N+M)+nS =0

(90¢) = (¢) (triviaal).
Ock is direkt duidelijk dat ¢ een ring-morphisme is, en dat ¢ surjectief

is.

Opm.(B). Volgens opm. 1.24 konden we de twee topologische ruimten
Spec (Aa) en D(a) met elkaar identificeren. De basis-verzamelingen voor

de open topologieén correspondeerden via

D(lg’-) «~—+— D(ab)

Merk op dat D(P-H) = D(:?-).
a
Opm. (y): We kunnen op D(a) twee schoven defini&ren:
(v,i) Als U een open verzameling is in D(a) dan hebben we de ring
EVX(U). Het is duidelijk dat C?X zo een schoof definieert
op D(a). We noteren deze met G?X | D(a).
(v,ii) Als U een open verzameling is in D(a), dan kunnen we U
identificeren met een open verzameling in Spec(Aa)° Op Spec (Aa)

hebben we de struktuurschoof F, afkomstig van A_. We hebben
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op D(a) dus ook een schoof van ringen (¥ (U).

We bewijzen nu dat & = G’X | D(a).

(1) OOE) = (a) = &, = Oy((av)).
1

(Dus op de open kompakte verzamelingen.van de vorm:D(&b) komen & en

B'X | D(a) overéén.)
(ii) Zij U een kompakte open deelverzameling van D(a). Dan is
U= D(ab1)U,..UD(abn)

voor een eindig aantal elementen (b1 gess ,bn) (Ga na). Modulo identifi~
catie kunnen we ook gchrijven:

b

1 bn
U = D(T—)U...UD(T—).

'We moeten bewijzen: O (U) = @’X(U). Welnu, Kies s€@(U) en daarbij

_ b. b.
s | D(=5) € O(p(+4)) (i =1,...,n)

St
1

R

b.
Wegens @(D(T}-)) C (D(ab,)) vinden we voor elke i een uniek bepaalde

X

-s-iegx(D(abi)) (i = 1,...,n).

Nu volgt uit
b.

= 1 phyapdiy - 3 1) p(od

s, | D(z5)0D(=4) = s | p(z5)N (1)
wegens de commutativiteit van het diagram
—(a)

AR

—_— A — A

Aa’b . ab.b. abj
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(Ga na), dat
E;L I D(ab, )N D(abj) = Ej | D(ab, )N D(abj).

Dus bepaalt het stel {Ei}§=1 een unieke E'EEC7X(U) zodat s' | D(abi) = gg.
Uit de schoof eigenschappen van ¢ en C?i volgt dan gemakkelijk dat de
afbeelding

O (v) — ¢, (v)

s — g
een ring-isomorfisme is.

(iii) Voor niet-kompakte, open deelverzamelingen U van D(a) volgt — door

overgang op projectieve limieten - uit het voorgaande, dat

omdat, als V1,V2 open kompakte verzamelingen zijn (bijv. binnen U) met

V1C:V2, en als p en ¢ de restrictie-afbeeldingen zijn, het diagram

p
¢ (v,) —= O(v,)

5| 5|
O (v,) =5 O (V)
commuteert. (Ga na).
Dus: (D(a),@’X | D(a)) = (Spec A, O’Spec Aa)

(iv) Als U een open deelverzameling is van Spec A, en (Spec A, &) is

het affiene schems van de ring A, dan behoeft (U, ®’|U) geen affien

schema te zijn.

Bew: Kies bijvoorbeeld A:= CEX,?}; m:= (X,Y); U:= Spec Af\{xm}. Dan is
in (ii) bewezen: O (U) = A, Dus, als (U, O|U) een affien schema zou
zijn, dan moet (U, &|U) = Spec(CEX,iJ,G?).
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Beschouw nu:
(f£,2): (u, &|u) — (spec A,0)

~ gedefinieerd door:

f(x )i=x als x €U
2 R b
@(U'):= [O,(U') restr. &(f_1U' )]

(waarbij f—jU':= U'NUCU'). Het is duidelijk dat (=) functorilel is,

en dat ¢ in de staken identieke morphismen

O () Ad., 6 () (p # m)

induceert. Dus zeker lokale homomorfismen. Volgens prop. 2.23 wordt
(f,2) dan geinduceerd door het ring~morphisme:

a:= [C[X,Y] = @(spec &) 22y O(y) = ¢[x,7]].

Dit is het identieke morphisme op (DEX,Y]. Volgens stelling 2.25 (de
dualiteit tussen de categorie&n CRg en AffSch) geldt dan, dat ook (f,9)

het identieke morphisme is, dus ook f. Tegensprask. Dus is (U, ®|U) geen

affien schema.

(v) De projectie van de parabool Y = x> op de X-as in G°.

Y-as

Parabool: Spec t EX’Y] A v=x2)

X=-as: Spec C[X’Y]AY)

|

=3
s
R
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De projectie m wordt als Spec ¢ geinduceerd door het ring=-morphisme
= b, =
R,: G[X,Y]/(Y) E[X,YMy_Xg) : Ry
X — X(mod(Y-¥°))

Als G(X) = (X—n1)(X-n2) cee (X-nn)éaRl’ dan is U:= D(G(X)) een open
verzameling op de X-as, en W-1U = D(¢(G(X)) = D(G(X))C Spec R, (Dus
de gesloten punten op de parabool plus het algemene punt, waaruit de
 gesloten punten {(ni,ni)}?=1 zijn weggelaten.) We hebben dan, als ¢ het

morphisme van affiene schema's
(Tr,¢): (1:\"290‘2)-_--> (R-]’@"])
induceert, het ringisomorfisme

o(u): ©,(U) = (L’[X]G(}’{) — (C[X;Y]/(PXQ))G(X) = @'2(1T—1U)

H(X)
G(x)

H(X)
a(x)®

— - (mod(¥-x°))

Ga zelf na dat ook de stask—-morphismen
2
o(n): 9 (n) — &(n,n")

(waarbij we met n, resp. (n, n2) bedoelen de punten in R1 resp. R2, die

corresponderen met de priemidealen (X-n)CZR1 resp. (X-n,Y—nz)CDRQ) iso=

morphisme zijn.
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§3. Preschema's

Definitie 3.1. Een paar (X,@) heet een geringde ruimte als X een topo-

logische ruimte is en O een schoof van ringen op X.
Als (X,0) een geringde ruimte is, en UCX een open deelverzameling,
dan induceert @ op U een schoof O IU, door voor elke open verzameling

VCU te definidren: (@ |U)N(V):= O(V).

Definitie 3.2. Een geringde ruimte (X, @) heet een preschema als bij elk

punt Xx€X een open omgeving U van x kan worden gevonden,

zodat (U, |U) een affien schema is.

Opmerking 3.3. Als (X,0) een preschema is, en x€X, dan is de staak

O (x) een lokale ring, want kies een affiene omgeving U van x. Zeg
(U,@|U) = Spec(R). Dan is

O(x) = g O(V)= lin O(VAU) = R
xeV xaV 2
V open V open

als x, als punt van het affiene schema van R, correspondeert met het

priemideaal pCR.

Definitie 3.L.

(fs(b): (Xse'x) . (Y: eY)

heet een morphisme van preschema's als

(1) (X,G‘X), (Y,O’Y) zijn preschema's
(ii) (f,%) is een morphisme van schoven

(iii) Vxex. o(x): G’Y(fx) — G’X(x) is een lokaal homo=-

morphisme.

Opmerking 3.5. Op deze wijze hebben we een categorie van preschema's

PreSch gedefiniéerd. Doordat we aan de morphismen van PreSch de eisen
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uit def. 3.1 hebben opgelegd, is de categorie der affiene schema's Affsch

een volle deelcategorie van PreSch.

Opmerking 3.6: Elk preschema (X,0 ) is een T

o-ruimte. (Dit volgt direkt

met behulp van opm. 1.k4.)

Opmerking 3.7: Als (X,() een preschema is, en V is een gesloten deel=-

verzameling van X, dan geldt:

V irreducibel <= :;j_xex. {x} = V.

Bew: Zij V irreducibel. Dan kunnen we xe@V kiezen. Zij U een open affiene
omgeving ven X. Als VC U, dan volgt de bewering direkt uit prop. 1.11.
Zij nu V4:U. VAU is een irreducibele deelverzameling van U, en heeft

———

dus een algemeen puht, zeg x.. Zij nu {

Dan geldt:

0 xo} de afsluiting van {x,} in X.

v = E;——O}u(vnuc).

Omdat Vf\UC # V moet {xo} =V zijn. Voorts is direkt duidelijk dat als

xeV, {x} irreducibel is, en dat V precies &&n algemeen punt x, heeft.

We hebben een preschema gedefiniéerd als een topologische ruimte met

een schoof van ringen, die overdekt kan worden door open verzamelingen
die - met de geInduceerde schoof - affiene schema's waren.

Uit de topologie weten we, dat er procedures zijn om ruimten "aan elkaar
te plakken". We kunnen ons afvragen "of het mogelijk is, om collecties
affiene schema's (Ui,e’i) op een analoge wijze samen te voegen tot een
preschema (LiJ Ui,e’). Voor wat betreft de topologische ruimten u, is er

~ geen probleem, maar men zal de schoven @’i tot een schoof & op UUi

moeten zien samen te voegen.

Propositie 3.8: Zij X een topologische ruimte met open overdekking

X)ier

Zij op elke X. een schoof @i- gegeven. Noteer: Xij:= xinx
. X.. :=XNX.0X . Laat voldaan zijn aan de volgende

13k 1 ] k -

"plakvoorwaarden":

J
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(i) Yoor elke i,j€1I bestaat er een isomorfisme van schoven

S - N

 en het stelsel {eij} is zo gekozen dat e;T =0.. ene6.. =id.

d Ji —
.. kK ) - : )
(ii) Als 8;55= 035 | Xy sy (xijk,eilxijk)——» (xijk, %]Xijk) dan geldt:
i k _ ] ..
ijo 6ij eik, voor elke 1,j,k€1I.,

Dan bestaat er precies &€&n geplakte schoof (@ op X zodat.

(Xi,C?]Xi) e (Xi,Cyi).

Bew: Voer allereerst de volgende notatie in: Als U een open deelver-
zameling is van X, dan:
U.:=UNX. ;3 U..:=U.NU..
i i ij i 7
Beschouw het diagram
Uij
°i U,
0.(v,) —— O, (u,.)
il 1713
T & (u)

b
veIl VY 0 Uij
PJ' J U. ( )

6..1U..
@.(u,) —— @ (u,,) =22 @ (y..)
Jd J Jd iJ 11g

Dit geeft: (we praten over schoven van ringen, abelse groepen, etc.) een

afbeelding
it G’V(U\)) =— T > G’i(Uij) (voor elke i,j).
vel P. lJop. "e..(U..)op. l'Jcp
i Ui i Jitij J Uj J

Dus hebben we een afbeelding £, gedefinieerd door:

Ty

U. . U..
fi= I [p. *ep. = 0..(U.Jep, op.]: & (U)— T & (U.).
U 3,3 1Ui i Jitig JUj J y Vv k,1 k' Tkl



3.4
Definieer nu:
G (u):= Ker(fU).

We hebben nu voor elke open deelverzameling U van X een ring (abelse
groep, ete.) O(U) gedefinieerd. We moeten nog controleren dat @ een
schoof is, en aan de gewenste eigenschap @'IXi = @'i voldoet, en dat &

eenduidig bepaald is.

(i) @ is een preschoof:

Als U,V twee open verzamelingen in X zijn, en UCV, dan hebben we het

diagram:

00— O(U) — I O, (U )— T @k(Ukl)

) k,1
EpU I U, I Uiq ()
vV v Y% e, ¥ Vi

0 — (V) — g G’v(vv)—-——+ kHl@’k(Vkl>

Hiermee zijn de restricties pg: O (V)— O (U) gedefinieerd. Het is
direkt duidelijk dat, als WOVOU, geldt:

v U_ U

fw Py T Py

(ii) @ is een schoof:

Zij U een open deelverzameling van X, met een open overdekking

uv= U g,
uer

We moeten beide schoofeigenschappen controleren.

(ii,i) Als s,te @ (U) en s|U" = t|U" voor elke HET, dan s = t:

Noteer: t*:= t"nx. H gt = vt Nyt
i i iJ i 7]



3.5

Omdat @ (U)cI G’V(U\)), kunnen we schrijven:
v

s = (S\)>veI 3 t = (tv)veI 3 sv,tvée’v(U\)) creseo(B)

Bovendien is volgens (a):

U
v I Uv)veI

. B , T
s | U= (s [ U ) or st | U= (¢

Dat wil zeggen: Voor elke u€rT geldt:

gt = Uyt
veET V

(T VP 9]
VveI, 8, | U=ty | UVC@'\)(UV).

e

Dus, omdat @'v een schoof is, geldt voor elke v: s, = t,. Volgens (B)

wil dit zeggen: s = t.

(ii,ii) Als voor elke L&T een s"€ & (U*) gegeven is, zodat voor elke
L AET geldt:

s” | gHt = &t | Uw‘ (UuA:= UuﬂUA)

dan is er een s@ & (U) zodat s | ot = 8 Yyuer.

Wegens @(UM)e T @ (U") kunnen we schrijven:

vel v v
oo (M . oM MA (M HA
g" = (s,\))\)eI ;S U (Sv | U\) )\)eI cesess(€)

zodat voor elke ve€l geldt:

u A A A uA
e =
Y u,\erT, 5, | u, s, | U e O (u™)

Dus, omdat @'\) een schoof is, is er voor elke ve€l een unieke Sve O’\)(U\))
te vinden, zodat

1) M H
(=3 ° = #0600 es0000e00 08 0
Vuer s, | U, sveev(Uv) (v)

e =
We hebben derhalve het element (S\))veI ng @’v(UV), en, als fU((s\))) 0,
dan (sv)e C(u).

&
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Welnu:

£((s,)) = 1 Lo 313 op; = 04 (U)o, EIJ (CRIIPINC)
sd 1 3
Er geldt, als 1,j€I:
0., (0, Jop. Hap.((s.)) = [o., (v, (s | U,.)
51013775 R jittagdtes 1 0yl

Voorts: U.. = U Ul.l.
1d el 1J

en voor elke pe&rl hebben we:

g¥ = (s‘;)veleﬁ’w“) = Ker(:f‘Uu). (ce. (€)).
. = MM v U U u _
Dusg : fUu(su) = ir’[j 68 1 U} - o whGsh | vl )] =0  (ner).

Met andere woorden:

- TR TR BoyeaM | M
Vi,;e1 Yuer. s | Uij eji(Uij)<sj | Uij) covnss(T)

Volgens (y) is s, | UY = s¥, dus " | i | u?.. Ook, omdat het
i i i i ij i ij
diagram
g. k) @, (u¥))
343 u 11743
6..(Us.)
J1 1J
restr. restr.
©.(u..) > (U, .)
AR W eji(Uij) itvij
M u H K H
commuteert eldt: 6..(U..)(s.) = 0..(U..)(s. U,.) = 0..(U.. UL L) UL
> & Jl( 13)( J) Jl( 13)( J I Jl) Jl( 1J)(SJ| 1J)l 1J
Met andere woorden: Voor elke u€rl geldt (Cf. (t)):
: T B . !
055U (s [ U35) [ 055 =8y | Uz5= (s | U35) | U35

Omdat e,ji(Uij)(Sj ] Uij)egi(uij) en s, | Uijeﬁi(uij), en-.omdat

&
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U..= U U, en @. een sehoof, geldt:
10 yer 1 :

eji(Ui.)(sj | u,.) = s, | U,

i ij i
. ) = 0. e .
waarmee uit (8) volgt: fU((S\))) 0. Dus (Sv)veI & (u).
~ Nu nog te bewijzen: (sv) | v = s¥. Dit volgt aldus:
TR wy (Y) o omy (8) w
(Sv)v | U (Sv | Uv>v = (sv)v =’ g,

Dus @ is een schoof op X.

Nu bewijzen we:

(i1i) Vier. Ok, = ..

1

Definieer
(id,e): (X, Olx) — (x,0,)

als volgt. Zij U, een open deelverzameling van X, , en noteer:

k k
Uk’i:= Uani 3 Uk’ij:= Uk’iﬂUk,"j.
We moeten definiéren:
2, (U, ): G’k(Uk)—» &(u, ).
Voor elke 1&1 hebben we het morphisme:
o, (u) . O Uy ;) o (0 ) gi(Uk,i)
’ ki "k,i

Dus hebben we een &&nduidig door deze morphismen bepaald morphisme

6k(Uk) _ Uk ; ’ 111 gi(Uk,i)'
]iILeki(Uk,i)" Pk U 1

Als ae@’k(Uk), definieer dan:

u .
o (U (a)em 1oy (U ) ooy Ul;’l](a).
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Ten eerste moeten we nagaan dat @k(Uk)(a)e @’(Uk). Welnu:

U .
I3 = k’l =
£, 00, (U )(a) = 1 [(eki(Uk,i)"pk oy @), ]
Kk k K
U u
= k,st° - o k,8t
ey Py " 0Ty o1)°f op ] (0,

s, k,s k,t

en dit is nul d.e.s.d. als voor elke s,t ¢ I geldt:

U
k,st°

U
k,S(a)
s U

k,s

k Uk

8, (U ep

P ks k,s

ep Uk’t(a)
k Uy

U
k,Stoe (U )

oo
k,st t Uk,t ktk,t

= ets(U

Omdat de diagrammen

k' k,s 5 k,s
Uk,st k,st
k Uk,s s k,s
k(Uk,st) e‘b U ) Q‘s(Uk,s‘c,)
ks "k,st

‘commuteren vinden we voor de rechterterm van (1):

U

k,1

Jep

U .
K,
cu, (=)

)
i
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b5 Uk, 5677 P% Ullz::toekt(Uk,t)opk Ei’tm =

= e%c{s(Uk,st)"elS:t(Uk,st)oPk E};’St(a) =

= eﬁs(uk,st)°pk zE’St(a) e (2)
De linkerterm van (1) wordt:

Ps Ei::t°eks(uk,s)°pk E};’s(a) = ef;s(Uk,st)"pk gi::t"pk Ulli’s( ) =

= SES(UK,St)epk Ei’st(a> e eeena(3)

Uit (2) en (3) volgt de gelijkheid (1). Dus geldt:
e’ .
@k(UkMa)e (u.)

Uit de definitie van ¢k(Uk) volgt gemekkelijk dat ¢k(Uk) functorieel is,
en een ringhomomorfisme (in het geval van schoven van ringen). Nu nog

te bewijzen dat ®k(Uk) bijectief is.

(iii,i) Qk(Uk) injectief.

Beschouw het commutatieve diagram

id.

G (u) e'k(uk’k) = O, (u)
@k(Uk) proj.

O (U) ——— 16,5, ;)

Dan volgt direkt dat ¢, (U ) injectief is.

k' k



(iidi,ii) fbk(Uk) is surjeectief,

Zij. ve G’(Uk). Dan kunnen we b opvatten als element van I (O.(U_ .))

H 1 k,1
en schrijven: b = (bi)i61° Beschouw:
©. ) ————» =
g 1(Uk,1) Prog. 6’k(Uk;,l«:) 6’k(Uk)
b bk.
Ui
Den geldt: ¢ (U, ) = H[e Jooy 4 (w .. ceeeo(l)
Omdat be & (Uk) = Ker(fU ) geldt eveneens:
k
%4 Uiais k,ij
i, jel. p. Y (p.) = 6.. .. )ep. **(p.)
1 Uk,i i Ji k,1g J Uk,j J
In het bijzonder, als J = k:
Viel. o, (b)=6.(U op.  Esd(y )
Uk 5 ki’ Tk, kUk k
Dus, vligs (4):
o (U )(b ) =1 (p kl(b)) (0,), . =D
k' 'k k . iU i‘iel

i k,i

waarmee de surjectivitelt bewezen is.

(iv) Nu nog te bewijzen: @ is 88nduidig bepaald.

Stel, we hebben twee schoven & en @' op X zodat voor elke kel geldt:

-

(id,0,) : (X,,O]X ) = (x.,0,)

(id,e' ) (X» e"lx = (X, ¢ )
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Definieer nu:
(id,2): (X, 0") — (x,0)

als volgt: Zij s€ @ (U), U een open deelverzameling van X. Noteer:

Uk:= U(\Xk en beschouw:

U
k -1
oy ‘I’k(Uk) "’fz(Uk)
O (v)— G(Uk) — <9‘k(Uk) = 9‘(Uk)

g ¢ tk
Dan volgt volgens de functorialiteit der isomorfismen o en Ou:
Vx,1. U, = ot Uy (U, =v,00)

Er is dus precies én te &' (U) zodat t | U, =t Definieer:

o(u): Hu)— O (v)

Omdat <I?k en <I>1; isomorfismen zijn, en & en @' aan beide schoofeigen~

schappen voldoen, volgt dat (id,®) een isomorfisme van schoven is.

Opmerking 3.9: Zij X = lojc X'oa een open overdekking van een topologische

ruimte X. Als {(Xu,eu)}a een collectie geringde ruimtes is, die voldoen
aan de plakvoorwaarden van prop. 3.8, dan hebben we de geplakte schoof
(X,G’X). 7ij (Y, Q'Y) een andere geringde ruimte, en laat voor elke o een

morphisme

O

(%, O, = (Y,0)

gegeven zijn, zodat voldaan is aan:
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(1) Va,B. xeanXB=> ¢a(x) = ¢B(X)

(11) Va,6. [0 (x): O (e (x)— & (x)] =
= [og(x): Ole,(x)) — Gp(x)]

(d.w.z.: op de doorsnede XQFYXB stemmen ¢u en ¢B

in de staken overéén.)

Dan induceert {(¢d,®a)}a op éénduidige manier een morphisme
(q’s@): (XQGX) - (Y’G(Y)
zodat

(¢Ot’¢ot) = [(Xd’ 00) = (XQ’G‘X!XO{,)L» (XsGX) — (YQQY)]'
(¢,0)
Want, wegens 9% = ¢Bx als XEEXGFIXB is ¢: X > Y gedefinieerd. Voorts,

kies U open in Y. Dan is

-1 -1 -1 -1
¢ (U) = ¢ UNX  en ¢ U-Ejdv UNX .

We hebben twee morphismen

¢a(U) =1 -1 restr, =1

O, () 2— O (s;'0) = O (¢ unx ) ZEE @ (47unx nxy)
¢B(U) -1 -1 restr -1

Oy (W) —— O, le,0) = Cyle” unxy,) == O (6" unx n X,)

tussen de schoven (Y,ny) en (Xa(\XB,CxX|Xa[\XB), die volgens het gegeven
in de staken over&én stemmen. Volgens lemme 2.22 zijn deze morphismen
dan gelijk.
Kies nu s@ & _(U) en zij s_:= & (U)(s)e & (¢—1U(\X ). Dan geldt:
Y o o X o :
s | ¢"lunx nx s lunx nx
o o o

B=SBI B

en derhalve induceert het stelsel (sa)a een é8nduidig bepaald element

3



s'e 0’X(¢_1U), zodat
-1
! =
Ya. s | ) UnXa 8y
Dus hebben we een afbeelding
-1
o(U): O ((U)— O (67 v)
s — g

 gedefinieerd. Ga na dat (¢,®) aan de eisen voldoet.

Opmerking 3.10: Als (T,E?T) een preschema is, dan kan elke open verza-

open stukken.

(Ga na, dat als T = L)Td een open affiene overdekking is van T, en
T, = Spec(Ra), dat dan het stelsel

U {D(a )}

o o anRa
een basis is voor de open topologie van T, en dat bovendien:

(D(a ),

o T )

ID(au>) = (SpeC(Ru)a ’C?Spec(R )
o a’a

(cf. 82a, (iii)).

Stelling 3.11: In PreSch bestaan voldoende gevezelde produkten.

Bew: Het bewijs verloopt in verschillende stappen. Allereerst een

notatie afspraak: Preschema's

(Spec A, T ) of (X,G’X)

Spec A

zullen kortheidshalve worden aangegeven met Spec (A) resp. X, als geen
verwarring ontstaat.

Wel zullen we morphismen van preschema's altijd aangeven met paren
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($,8): X — Y
inplaats van

(6,8): (X,6,) — (1,0,)
en gggi met

$: X— Y,

Met de laatste notatie zullen we altijd de onderliggende continue af-

beelding aangeven.

Bewering (i): Als X, Y, Z de affiene schema's zijn van de ringen A, B,

“reésp. C, dan 'is

X0 7= Spec(A 8y ¢).

Bew (i): Beschouw een commutatief diagram in PreSch

(¥,¥)

Spec A @B C ~> Spec C

(4,9) | | e (1)
Spec A —— Spee¢ B

(We hebben aan het einde van §2 gezien, dat als T een affien schema is,

er een uniek morphisme
T — Spec A @B c

bestaat, dat het diagram (1) commutatief afmaskt.) Neem nu aan dat T
een willekeurig preschema is. Dan kunnen we een open affiene overdekking
(Ta)u vinden voor T. Omdat de Ta's affien zijn, hebben we voor elke a

unieke factorisaties (wa,ﬁu) van zowel (¢a’¢a) als van (wa,wa)



“spec A 8y C — Spec C
| | N )

Spec A — Spec B

(Deze laatste morphismen zijn ulteraard gedefinieerd door

(¢ 0 )i= [T T (¢,9) Speec A
o’ o % kxanoniek ]

Era T (v,¥) Spee C] )
kanoniek

I

(p,.¥,):

We gaan nu de morphismen (ﬁu,Hu) "aan elkaar plakken" tot een morphisme
(m,I): T~ Spec A @B c.

Beschouw To‘!\‘I‘B° Schrijf deze open verzameling als vereniging van open

affiene stukken: (Cf. opm. 3.10)

T NT, = U V.,
o B ie1 1

Dan hebben we voor elke i twee morphismen:

Beide zijn de kanonieke afbeeldingen Vi-—+ T. We hebben derhalve, als

we noteren:

v, kan. . (6,0)

1

Speec A

—~
-
[N
w
e
e
S
I

v, )=y, —kene, p (9,9)
1 1 1

—~
<
»
e
[

» Spec C
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ens
[ (mo0,)
(ﬂqii,na’i):= [vi——» T, —— Spec A 8y c]
) (m .1, )
T,ell, )
- B> 8"
(mg 3olg 1) [v; — 1, —— Spec 4 8, (]

het commitatieve diagram:

\
W

(¢i,®i) Spec A ®

l l

Spe¢c A ———— Spec B

B ¢ ————— Spec C

Dus, omdat V. affien is, moeten de factorisaties van (wi,wi) en (¢i,®i)

uniek zijn, dus

(v ., )= (= Y.

I | S
a,il’a,l B,1%8,1

)

Dit kunnen we bereiken voor elke Vie Dus stemmen (ﬂu,Ha) en (wB,HB
overeen op elke affiene deelverzameling Vi van de open overdekking
TaF\TB = LJVi. Dus geldt dit ook voor de staken in de punten van Ta(IT

We hebben volgens Opm. 3.9. dus een uniek bepaald "geplakt" morphisme

Bc

(w,I): T — Spec A 8y c

gevonden, dat het diagram (i) commutatief afmaskt. (Ga na).

Bewering (ii): Als we een gevezeld produkt

S X
(Q.s l l
Y S

1.x —(BsP),

DE—
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hebben in PreSch, en UCX is een open deelverzameling, dan hebben we

het preschema

1 -1
(1,9 (570,95 | 7'0)

en er geldt:
q —(p.B) W, y
(q,Q)|w l R <)
S

Y —————

is een gevezeld produkt. (Het is duidelijk wat we met de morphismen
(p,P)|W en (q,Q)|W bedoelen.)

Bew (ii): Diagram (3) is uiteraard commutatief. Beschouw nu een commu-

\(qs,q))

U
(9,%) 1 e (1)
S

tatief diagram

w'

Y ————

Dit induceert een unieke factorisatie, gegeven door het diagram

Voorts, pemn(W') = ¢W'C U. Dus
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en deze is uniek bepaald, en maakt diagram (4) commutatief af.

Bewering (iii): Als

XHSY ML

|

een gevezeld produkt is in PreSch, en U is een open

(p,P)
X

deelverzameling van X, en Y is een open deelverzameling

van Y, dan hebben we gen preschema

-1 =1 =1 -1
Wi= (¢ Vap U, Oy v | & V0p 0)
3

en er geldt:

(q,Q)|w

W o—immey 'V

(p,P)|W 1 1

vg—— 8

is een gevezeld produkb.

Bew (iii): Dit volgt door bewering (il) twee keer achtere™®n toe te passen.

Bewering {(iv):

Als X, Y, S preschema's zijn, en

(w,U): X— 8

(voV): Y— 8

zijn morphismen van preschema's, en S' is een open deel-

verzameling van S zodat we hebben het preschema

(8',&g, )= (87,5 ]s")

S'

dan geldt: Als u(X)CS' en v(Y)CS' dan:




3.19

7, ey X 2 ey X

l l (u,0) i l (u,0)

Y —— 8 gevezeld produkt == ¥ ———> G! gevezeld produkt.
(v,V) (v,V)

Bew (iv): Triviaal.

Bewering (v): Als X een preschema is met open overdekking (Xi) " Dan

ieIl
hebben we preschema's

(Xi,@Xi):= (Xi,@'X Xi)’

Stel we hebben een commutatief diagram in PreSch:

(p,P)

Z X
(q’Q)l l .o.oocaalonocltnateoooocatcaoc(s)
Y S

—
en definieer:

N -1

dan geldt: Als voor elke iel

(p,P) |z,

2, 2y
1 1
()12, | |
Y — §

een gevezeld produkt is, dan is diagrem (5) een gevezeld

produkt .

Bew (v): Beschouw een commutatief diagram
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Z'

““\\\LRL;?')

N

(q.' Q' )

oatuouaul-nocncotoanuoun-'..n(6)

N = 4

in PreSch, en definieer Zi:= p'_1(Xi). Dan hebben we een preschema
(Z:}.’G’Zi):= (Zia ezv IZ;)

en een unieke factorisatie (ﬂi,ﬁi) van (p,P)IZi en (q,Q)IZi, zoals aan-

gegeven in het diagram:

We kunnen de morphismen

(w.,I.)
7} L 7, Z
kanoniek

weer plakken tot een morphisme
(m,I): 2'—— 7

dat uniek is bepaald en diagram (6) commutatief afmaakt. Dit volgt, omdat

volgens bewering (ii) de diagrammen

(p,P)|Z.NZ.
N7, T J, x.NX,
i J 1 J

| |

Y S
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gevezelde produkten zijn wegens Zif\Zj = p—1(Xilej). (Ga na).

Bewering (vi): Als X, Y, S, Z preschema's zijn, en (Xi)i en (Xj)jAopen‘

overdekkingen van X resp. Y, en als het diagram in PreSch

L _(B),
(q,Q)l l TR

Y —— 9§

commuteert, definieer dan:

o ~1

Dan geldt: Als voor elke i,j de diagrammen

- (PaP)|Zij
1]
(q,Q)iZij

X,
1
S

gevezelde produkten zijn, dan ig ook diagram (6) een ge-

L I

J

vezeld produkt

Bew (vi): Bewering (vi) is een rechtstreekse generalisatie van bewering (v).
(Ga na).

Bewering (vii): Als X, ¥, S preschema's zijn met open overdekkingen in)i’“

(Yj)j voor resp. X en Y en als we twee vastgekozen mor-

phismen

X
l (u3U)
S

(v,V)

hebben, dan geldt, als voor elke 1,] er een gevezeld

. produkt
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ij i

(u:U) Ixi

o i o

T —————————
Y ——————ep
J (v,V)le

|

bestaat, dan is er ook een gevezeld produkt

————

b e N

X
1 (u,U)
s

(v,V)

Bew (vii): We nemen aan dat de overdekking (Yj)j van Y uit één element
bestaat. (Anders passen we onderstaand bewijs tweemaal toe, eerst op de
overdekking (Xi)i en dan nogmaals op de overdekking (Yj)j’)

We hebben dus voor elke i een gevezeld produkt

4, ——=— X.

(v,V)
Noteer nu:
X..:= X.0X.
13 1 J
Z..:= pT1(X..) 3 Z..:= p71(x..)
id A I RO 1 J il

(Dan hebben we preschema's

= (7...& ).
(zji,é‘zji). (7555 ZJ.lzi']> )

Volgens bewering (ii) hebben we de volgende twee gevezelde produkten:
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(p.,P.)]zZ.. (p.,P.)|Z..
7. . e S O , 7. 1 | dis x|
1J 1] Ji 1]
l l (0, 0)]%;; 5 1 l (w,0)]%; 4
Y > 8 Y > g
(v,V) (v,V)

)

o * o 4 *
Omdat gevezelde produkten op isomorfie na bepaald zijn » hebben we

dus isomorfismen van preschema's

(z..,O’Z) = (7 - ST BN )

‘s Z.s
+J ij (¢ij’eij) di5 84

voor elke i en j. We kunnen dus topologisch Zij en via ¢ij met elkaar

Z..
Ji -
identificeren. Dit betekent, dat we de leden van de familie (Zi)i langs

de stukken Zij "aan elkaar kunnen plakken'" als topologische ruimten. We

hebben dearmee een topologische ruimte

7z =Uz,
i
verkregen, met Zij = Zji = Zir\Z., Bovendien hebben we voor elke i een
schoof CyZ op Z; en - volgens (8) - preschema-morphismen
i
(2..,9, |2..) =~ (z..,0 |z..).
1] Zi 1] (id’eij) 1] Zj |

De "plakvoorwaarden" van prop. 3.8 zijn aequivalent met de commutativiteit

van het diagram

(Zijk’ezi|zijk) —_—_3——* (Zijk’gzk|zijk)
(ld’eik)
. k QL J . i
(ld’eij) (ld’ekj)

caseansesss(9)

( )

N 4 -
Zle’ Zjlzle

%)

Cf. appendix.



ij Z... =2.NZ.0N S = 0., | Z..).
(Waarbij % 5k Zlan Z, e 0. elJI :L,Jk)

Beschouw nu het volgende commutatieve diagram:

> X,
1]k
(325012 5y
(u,U) IXijk
S
(vyV)

De twee factorisaties zijn (id,@?j) en (id,@;j)o(id,egk). Deze zijn
gelijk. Dus commuteert diagram (9) en is aan de plakvoorwaarden voldaan.
We hebben hiermee een preschema (Z,G?Z) geconstrueerd (waarbij G?Z de

geplakte schoof is) en een diagram

<Z,0Z) — X
(P’P)
(q,Q) 1 l(u,U)
Y —— 8
(v,V)

(Ga na dat (p,P) en (q,Q) door plakken zijn te verkrijgen.) Uit de con-
structie van (Z,C?Z) volgt direkt dat dit laatste diagram een gevezeld

produkt is,

Bewering (viii): Zijn S, X, Y preschema's, terwijl (Si)i een open over—

dekking is van S. Zijn verder gegeven twee morphismen

van preschema's

(u,U)

0] € g
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en zij X, := u-l(Si), I = v—l(Si). Dan geldt: Als voor

elke 1 er een gevezeld produkt

(p.,P.)
g, — kT E
1 1

(qi’Qi)l l(u,U)lXi I G 1))

Y, ——————> §

(v,V)iYi 3

bestaat, dan is er ook een gevezeld produkt

B e I

X
1 (u,U)
S

(v,V)

i) L= X . L= Y. NY, 13 . . ..
Bew (viii): Als XlJ Xl(\XJ en YlJ Yl 3 dan zijn X1J en YlJ open

deelverzamelingen van resp. X, en Y. Omdat (10) een gevezeld produkt

is, is volgens bewering (iii) ook

Zz,,—m———— X, .
1J 1
l 1 (u,U)|XiJ. .-uo-eaooan-oe.oeuaonc<11)
Yij——~———————* S
(vsv)lyij
I -1
een gevezeld produkt. (Zij.- P; (Xij)f‘lq_:.L (Yij))' Met andere woorden:
de gevezelde produkten (11) bestaan.
Nu geldt:
= ~ ! :
Zij Xij Mg Yij X, Ig Yj (als preschema's) ......(12)
want: Beschouw een commutatief diagram
(p,P)
T ——— X.
i
(q,m[ [ (w,0)]%;
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Dan is wup(T)c u(Xi)CSi en *vq_('I')c:v(Xj)CS.j° Omdet het diagram commu-
teert geldt dan, als S..:= 8.085.,:
iJ i 75

up(T)e Si,j s va(T)C Sij .

Dus ook: p(T)CXiJ. en q(T) chj' Dus hebben we een commutatief diagram

(P:P)
T X. .
ij
(a,Q) l l (u,U)[Xij
> 8

d (VsV)IYij

en, omdat (11) een gevezeld produkt was, is er precies &&n morphisme

(m,I), zodat het diagram

\ (PaP)

_

+d (v,V)IYi.
commuteert. Hieruit volgt, dat

..-——-—-—-—-———)

X.

ij i
l (u,U) |Xi
8

e N

e r————————

J (V,V)’Yj

een gevezeld produkt is, en, omdat gevezelde produkten op isomorfie na

bepaald zijn, dat

Xij HS Yij = Zij = Xi HS Yj'
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We hebben dus nu gevonden, dat voor iedere i,] een gevezeld produkt
Xi HS
produkt X HS Y.

Yj bestaat. Volgens bewering (vii) bestaat er dan ook een gevezeld

Nu zijn we gereed om stelling 3.11 te bewijzen:

Bewijs van stelling 3.11:

Beschouw twee gegeven morphismen van preschema's

X
1 (u,U)
S

(v,V)
Overdek S met een collectie open affiene stukken (Si)i. Definieer:

em gy ) I
X;i=u (si) 3 Y= v (si) .

Overdek Xi met open affiene stukken (X. ). en Yi met open affiene stukken

1k'k
(Yil) . Dan bestaan volgens bewering (i) alle gevezelde produkten

1

Xix Hsi Tiae

Omdat X. = UXik en ¥, = LJYil bestaan volgens bewering (vii) ook alle

gevezelde produkten

Volgens bewering (viii) bestaat dan ook X Ty ¥ met
Xii, ¥ — X

S
[ l (u,U)
Y S

——————————cy

(v,V)
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Definitie 3.12: Een S-preschema Y is een morphisme van preschema's

Definitie 3.13: Als we twee S-preschema's

(¢,,9,) (6,,2,)
y V1 ,s .y 272 4

1 ? 2
hebben, dan heet een morphisme

(¢,0)
Y, ———— Y

1 2

een morphisme van S-preschema's (of: een S-morphisme)

als het diagram

(¢,,9,) (6,5,2,)

commuteert.

Definitie 3.14: Definities 3.12 en 3.13 bepalen de categorie van S-pre-

schema's, genoteerd:

PreSchE .

Opmerking 3.15: (i) In het vervolg zullen we een S-preschems

(9,0)

Y ————> 8

vaak noteren met Y als dit geen verwarring geeft. (Men bedenke wel dat

niet Y, maar het morphisme (¢,®) het S-preschema is).
(ii) Als S = Spec (R), dan zullen we ook wel noteren

PreSchR 1.P.V. PreSChEpec(R)'
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Ook zullen we in dat geval een S-preschema wel een R-preschema, of een

preschema over R noemen.

(iii) Als Y en X twee S-preschema's zijn, dan hebben

we het diagram

Yin, X—-—X

T S €]
[OORE e

Omdat dit diagram commuteert is ook Y I, X op natuurlijke wijze een

S
S-preschema. Ga na dat in de categorie

PreSchS

Y HS X het categorische produkt is van Y en X.

Opmerking 3.16: In de categorie PreSch is Spec Z het punt-object.

Want, als X een preschema is met affiene open overdekking (Xi)i =

= (Spec Ri)i’ dan kan voor iedere i precies &&n morphisme van ringen
Z — R.
i
gevonden worden. Dus bestaat er ook voor iedere i precies é&n morphisme

Spec Z +——"Xi.

Omdat elke doorsnede Xif\Xj ook affien te overdekken is, stemmen deze
morphismen in de staken op punten van XifTXj overéén, en kunnen we der-

halve deze morphismen plakken tot het unieke morphisme

X—— Spec Z.

Gevolg: De categorie PreSch is isomorf met de categorie

PreSchZ.
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Beschouw een S-morphisme

(¢,2)

X———-—+YI

Dan hebben we wegens de produkt-eigenschap een unieke factorisatie

(vy,I'), zoals in het diagram.

X
I id.
XL el iy

s
1 id.

(Let wel: Alles in de categorie PreSchS)

Definitie 3.17: (Y,T) heet de grafiek van (¢,?) over S.

Definitie 3.18: Als X een S-preschema is, dan heet de grafiek van de

identiteit op X de diagonaal van X over S.
We zullen nu het begrip "deelpreschema" invoeren.

Definitie 3.19: Als (X,Cfx) en (Y,C?Y) affiene schema's zijn, en

Y = Spec (B), dan heet X een affien gesloten deelschems

van Y alsg er een morphisme
(X’&X) — (Y’GY)

gegeven is dat geInduceerd wordt door een ring-morphisme
B/. Xan.
/E.«————_- B.

Definitie 3.20: (X,C?k) heet een deel-preschema van (Y,C?Y) als er een

morphisme

($,2)
(X, Oy) (1, 0y)

& ° R

oy P
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bestaat, terwijl X een deelruimte is van Y en ¢ de
kanonieke injectie XCY is, terwijl er bovendien een
familie {Yk}k van open affiene deelverzamelingen van Y

bestaat, zodat voldaan is aan:
(i) xCcuxY
kx k

(ii) Voor elke k is (XNY ’C?lef7Yk) een affien ge-
sloten deelschema van (Yk,CVYIYk), waarbij het

kanonieke morphisme

(x nyk, oy |x nyk) — (Y, @Y IYk)

geinduceerd wordt door (¢,%).

Opmerking 3.21: Als X een deelpreschema is van Y, dan is X lokaal ge-

sloten in Y.

- Definitie 3.22: (X,CZk) heet een open deelpreschema van (Y,G7Y) als
geldt:

(i) X is open in Y als deelverzameling

(i1) (x,0,) = (x, & |x).

Definitie 3.23: (X,CVX) heet een gesloten deelpreschems van (Y,C7Y) als
geldt:

(i) X is een deelpreschema van Y

(ii) X is een gesloten deelverzameling van Y.

Propositie 3.24: Een gesloten deelpreschema van een affien schema

X = Spec A is een affien gesloten deelschema van X.

Bew: Zij (Y,C?Y) een gesloten deelpreschema van (X,C?k). Kies een collec-~
tie (Ui)i van open affiene deelverzamelingen van X, zodat (Y(ﬁUi,C7Y|Yf1Ui)
een affien gesloten deelschema is van (Ui,GVXlUi). Door eventueel deze

Ui's te verfijnen kunnen we aannemen dat zij van de vorm

- CEWT
§eK  MATHEMATISCH
BRI AMSTERDAM

g e—
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Ui = D(ai), aieA
zijn. (Dat we dit kunnen doen, d.w.z. dat, als

. . &
D(al)CUl, 8, A,

blijft gelden dat (Yf7D(ai),C?Y{Y(\D(ai)) een affien gesloten deelschema
is van (D(ai),C7X[D(ai)), kan men als volgt inzien: We hebben de situa~-

tie:

/

(x,0%)

Dit induceert het diagram van ringen

(—.LAo
a. 1
1
x\ /f

A

(Als we schrijven: (Ui,C?XlUi) = Spec(Ai).) Als we nu noteren:

A

dan volgt: D(ai) = D(ai), zodat

(p(al), O4|D(a})) = (D(a,), Oy |D(a;)).

Ook geldt, indien we schrijven:

= Aj
(tNu,,&,]¥Nu,) = spec "L/ ,

23
¥1D(a}) = D(al)

ol = ot : .
als a} = a} (mod gi). Dat wil zeggen:

(¥ND(a,),0,|¥ND(a,)) = (¥ND(a}), & [TND(a})) =
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(D(a}), &,[D(3})) = spec (A% )

Y|
21 ai

(8151

5
pec (a°)a:
1

waarult volgt dat Yf\D(ai) een affien gesloten deelschema is van D(ai).).
Omdat (Y[)D(ail,C?Y[YIWD(ai)) een affien gesloten deelschema is van

(D(ai),C?XID(ai)) kunnen we schrijven:

A
Y(\D(ai) = Spec ( a%/g )

._i
voor een zeker ideaal EiC:Aa.' Omdat Y gesloten is in X, en X - als
i

spectrum van een ring - kompakt is, is ook Y kompakt. Derhalve:

n
y< U D(a.).
i=1 1

Merk op:

want:

A, ,
Spec [{ l/b )5] = [YnD(ai)]nD(a,) =
285 !
1

A
= fYﬂD(aj)]ﬂD(ai) = spec [( aj'/llj)ai] .

—

Dat wil zeggen:



3.34
Dus volgt (1). Defini&er nu:
. X
m={x€A.V1.T€bJ .
= =
Bewering:

A -3

Het is uit de definitie van a direkt duidelijk dat voor elke i geldt:

(;a_)aicgi .

Ook geldt Eicz(é)a , voor elke i, want, als
i

X = X;-G?b.
k -1
a.
i
dan hebben we:
P B
X = ak =me(£i)a. = (P'j)ai (Cf. (1)).
1 i7j - ——
1 1
Dus:
k m
Z . ya. z‘ai
3 ey, . S PN ¢
at Y (a.a.)k (a.a.)® -
J 1 1

We kunnen m zo groot kiezen als we willen (door eventueel

z, z.a%
= dd
m m+n
a. a,

d d

te nemen) en dus m onafhankelijk maken van de keuze van j. (3) wil nu

zeggen:
+
=R (a.a.)N yé@a% B _ o, .a% %5 < o
14 13 Jd 1 J

(We kunnen N zo groot nemen dat N niet afhangt van de keuze van j).

£
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Derhalve:

N+k m+l m m+N+k
T, 2

- = Q.
J

8. 4&a. .8,
1 J J i
Met andere woorden:

m+N m+N+k
Z.4a.

T84 i
= in b, (voor elke j).
! an I
dJ
Dat wil zeggen:
ya?+N€;g

(cf. def. van a). Bijgevolg

n+N
x= ——_—_—-éa(éja.

‘zodat voor elke i geldt: EiC:(g)a , waarmee (2) is bewezen.
We kunnen nu gemakkelijk inzien dat Y een affien gesloten deelschema is

van X = Spec(A):

A A
Y(WD(ai) Spec ( a'i//b.) = Spec ( a%//ka) ) =
—i =a,
i

spec (A /9-)51 = Spec(A/a)ND(a,).

Dat wil zeggen: Y en Spec (A/a) komen overéén op hun respectievelijke
doorsneden met de D(ai)'s. Dan komen zij dus in de staken overéén, en

zijn derhalve gelijk:

Spec(A/a) = Y.

Definitie 3.24: Een morphisme (¢,8): X - Y van preschema's heet een

immersie als er een deelpreschema Z van Y bestaat zodat

(¢,0) door Z factoriseert:
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X (¢,0) y

(w\

Z

terwijl (¢,¥) een isomorfisme is.

Definitie 3.25: De immersie (¢,%) uit de vorige definitie heet open

(resp. gesloten) als Z een open (resp. gesloten) deel-

preschema is van Y.

Propositie 3.26: Een morphisme (¢,%): X - Y is een open immersie, dan

en glechts dan als voldaan is aan de volgende voor-

waarden:

(i) ¢ is een homeomorfie van X Op een open

deelverzameling van Y

(i1) o(x): CYY(¢X)'—+ CVX(X) is een isomorphisme

voor iedere x€ X.

Bewijs: Ga na.

Propositie 3.27: Een morphisme (¢,2): X - Y is een gesloten immersie,

dan en slechts dan als voldasan is aan de volgende voOr-

waarden:

p~

(i) ¢ is een homeomorfie van X op een gesloten

deelverzameling van Y

(i1) o(x): €7Y(¢x)-—+ CVX(X) is een surjectie

voor iedere x€X.

Bewijs: (1) Zij (¢,0) een gesloten immersie. Dan hebben we een commutatief

diagram

x —(0:2) |y

(’Pa\y) N /
Z

&
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Hieruit wvolgt direkt dat ¢ een open injectie is, zodat X homeomorf is
met een gesloten deelverzameling (nl. Z) van Y. (Z is een gesloten deel-
preschema). Kies nu x€X. Dan ¥(x)€Z. We kunnen, omdat Z een deel-

preschema is van Y, een open affiene deelverzameling UCY vinden, zodat
(an,GZIznu) = Spec B/; < Spec B = (U,G’YIU)

voor een zekere ring B en een zeker ideaal icB. Hieruit volgt, als

¢x = yge Spec B,

Oylex) = Oylix) = B —» (¥/;) = O () = Op(x)

a
en dit morphisme is juist ®(x). Dus ®(x) is surjectief. Hiermee zijn de

voorwaarden (i) en (ii) bewezen.

Omgekeerd:

Bewijs: (2) Laat nu voldaan zijn aan de voorwaarden (i) en (ii). We be-

schouwen eerst het affiene geval:

(X,@X) = Spec A en (Y,@Y) = Spec B.
Dan induceert (¢,%): X — Y een ring-morphisme

f: B — A.

Bewering: f is surjectief, want: Uit voorwaarde (ii) volgt dat voor elk

priemideaal pCA de afbeelding

o(x )
(DP_:= Daf ]R = O'Y(¢x2)———g--) O’X(x ) = AE]
b, ™
s fs

een surjectie is. Ook geldt dat {D(fb)} een basis is voor de open

bER
topologie op X. (Ga na). Kies nu a€A. Dan geldt voor elke pCA:
a w—
3 e A}2 = &X(XR)
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Omdat ?E surjectief is, bestaat er een element

ey _, )
fp

zodat

e (81 =3 Oylx ).

Kies nu een open omgeving D(b') van y -1 in Spec B zodat B de restrictie

fp
is van een element
2" _ e, =06 (0(v')).
(b )2 ! Y
Beschouw het commutatieve diagram
o(x_) ‘
Bf__1 = 8Y(¢XE) — (9'X(x:9) = AR

restr. restr.[ ]

B, = Oy (n(p)) Oy(De01))= 2,

Py
2(D(p")) o)

Dan hebben we:

b" f-b"

o(Db') () = ———ea_, = O (p(£'))
(v') (fb')
1"
waarbij de restrictie van I L (x_) gelijk is aan & .
(fb')n X''p 1

Dan bestaat er - wegens de definitie van C?X(%E) als injectieve limiet -

een omgeving

:%f;D(f(bb'))

1"
zodat —2— = £ ip 4e ring D(f(bb')).

(fb')n 1

Als we b schrijven voor bb', kunnen we het hierboven gevondene als volgt

formuleren:
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Bij elk punt xifEXIhebben we een open omgeving D(fb) gevonden, en een

element
iﬁ € 0,(p(p))
zodat ~
o ¢(D(b)) &
L(p(b)) £ (D(£5))
<
_:;E [ EE—— -?'— ...... s e s s e ce st e ( *)

We krijgen op deze manier een overdekking

X= U D(fb.)
ier 1

door bij elk punt x;€X zo'n omgeving D(f‘bi) te kiezen.

Beschouw nu Y'\¢X. Dit is een open verzameling. We kunnen opmerken:

Y\¢x = U D(b).
£b=0

(Immers, als D(b)CY\¢X, is ¢—1D(b) = D(fv) = ¢. D.w.z.: fb is nil-
potent, dus

An. " = 0.

Vervang nu b door b~ dan is D(b) = D(b") en £(d") = 0.)

We hebben - als we deze laatste overdekking van Y \ ¢X noteren met

Y \¢x = Y D(b,)

i€d i

= . U ) = .
Y (ieID(bl))U(ieJD(bl)) (INJg = ¢)

Volgens () bestaat er voor elke i€ I een element

C.
1

oy
(bi)

zodat
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?(D(p;1): Oy (D(p, 1) — OX(D(fbi))

C.
1

2y
(bi)

—_ 2
1

Omdat (¢,%) door f wordt geinduceerd volgt:

fe.
__l_=.?'_.€A

n. fbi'
(fbi)

1

Dus:
Ni n.
3w, £(o,7) [£le;) - £(b,7).a] = 0.

Hieruit volgt:

Met andere woorden:
M.
Vier EN f(bil). aer(B).

Als i€J, dan f(bi)‘ = 0, dus f(bi).a = 0€ £(B) dus kunnen we ook zeggen:

Vierus Ju,. f(bb.ldi) a€F(B)  iieiiniinnnn. coe e (300)
Definieer nu het volgende ideaal:

i:= {beB | £(b). acf(B)}.
Stel: er is een priemideaal gCB zodat iCg. Dan volgt:

Yves. £(b). aerf(B) = ygﬁéD(b).

Omdat Y = U D(b.) is er een b. zodat
I10Jd 1 1

ygeD(bi).

M.
1
DewW.2z.: Vbi. %f;D(bi ).

&
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M.
Dus: dieIUd. f(bil). a¢f(B), tegenspraak met (»0¢). We hebben dus
gevonden dat i in geen enkel priemideaal g van B is bevat, zodat i = B.

Dus 1€i, zodat
aef(B).

Hiermee is de surjectiviteit van f bewezen. Dus:
(¢,0): (X,0) — (¥, O)

is geinduceerd door

B
/p, & B

als b = Ker(f), zodat (X,C7X) isomorf is met een gesloten deelpreschema

van (Y,C?Y). (¢,2) is derhalve een gesloten immersie.

We moeten nu nog het geval bezien, waarin (X,CZX) en (Y,C?Y) niet nood-

zakelijk affien zijn.

Kies een willekeurig

punt x&€X. Kies een

open affiene deel-
. xy > Y
verzameling VCY ¢
zodat ¢xe€V.
We kunnen dan een X 4’)(

open affiene deel-
verzameling UCX kiezen, zodat UC ¢—1V en x&€U. (¢,8) laat zich dan be-

perken tot het morphisme
(45594): (U, GXIU) — (V,G’Ylv).

Zeg: (U,C?XIU) = Spec Aj; (V,CYYIV) = Spec B. Dan wordt dit morphisme

geinduceerd door een ring-morphisme

f: B— A.
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Omdat ¢U open is in ¢X, en omdat de-topologie op ¢U wordt gelnduceerd

door die op Y, kunnen we een element b€ B vinden zodat
¢(x)eDd(p}N ¢(X)C¢(U).

Dan is ¢7 (D(b)) = ¢ (D(bIN 6X) = ¢~ (D(b) N$UICU, zodat ¢~ (D(b)) =
= D(fb). Beschouw nu de beperking van (¢,®) tot (D(fb),l?k]D(fb)):

(D(£p), Oy [D(£b)) — (D(b), Oy [D(b)).

Er geldt: ¢(D(fb)) is gesloten in D(b). Als we nu U vervangen door D(fb)
en V door D(b), dan hebben we gevonden:
Bij elk punt x€X bestaat een open affiene omgeving UCX en een

open affiene omgeving VCY van ¢x zodat

~
. -1

(i) U = ¢ (VN¢X)

(ii) ¢U gesloten in V

£

(iii) (¢,%) laat zich beperken tot

(U, Oy [U) — (V, & |V).

N

Volgens het eerste deel van het bewijs volgt hieruit dat (U,CZX]U) iso=-
morf is met een affien gesloten deelschema van (V,G?YIV). Als we nu op

Z:= ¢X de schoof zetten, die gegeven wordt door

G’Z(¢U):= GX(U)

dan hebben we gevonden: (V(\Z,CTZlVf\Z)ﬁ (U,C?X!U) is een affien gesloten
deelschema van (V,C?Y{V). Derhalve is (Z,G?Z) een gesloten deelpreschems
van (Y,C?Y), isomorf met (X,C?X).

Propositie 3.28: Zij (¢,%): X » Y een morphisme van preschema's en laat

(Vi)i een open overdekking zijn van Y. Dan induceert

(¢,2) op kanonieke manier morphismen

L1 N
(655050 (67 v, O [¢7 V) — (v, O [V.).

Er geldt: (¢,%) is een gesloten immersie desda voor

elke i (¢i,®i) een gesloten immersie is.
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Bew: Dit volgt gemakkelijk uit prop. 3.27.

Propositie 3.29: Zij (¢,9): (X,C?X)-—+ (Y,C?Y) een morphisme van pre-

schema's. Dan is (¢,?) een immersie dan en slechts dan

als
-

(i) VzxeXx. o(x) surjectief

A

(ii) ¢: X » ¢X is een homeomorfie op een lokaal ge-

sloten deel ¢X van Y.

~

Bew: (1) Dat - als (¢,?) een immersie is - aan de voorwasrden (i) en
(ii) is voldaan volgt geheel analoog aan het eerste deel van het bewijs

van prop. 3.27.

Bew:(2) Laat nu aan beide voorwaarden voldaan zijn. ¢X is lokaal gesloten
in Y. We kunnen dus een open affiene deelverzameling U in Y kiezen zodat

$XNU gesloten is in U. (¢,?) induceert nu het morphisme

1

(67"0, 0 6™ 'v) — (u, &, |u).

Dit morphisme is dan surjectief in de staken en ¢—1U-—+ U is een homeo-
morfie op een gesloten deelverzameling van UN¢X van U, dus - volgens

prop. 3.27 ~ een gesloten immersie.

We hebben nu een stel open affiene deelverzamelingen (Ui)iEZI van Y
zodat
' U U
¢Xciel i

en zodat voor elke 1 ¢Xl]Ui isomorf is met een gesloten deelpreschema

van Ui' Dan is volgens prop. 3.28
U €& Uy
(XseX)'—'> (l Ui’ yl3 Ul)

een (gesloten) immersie. Met andere woorden: (X,C7X) is isomorf met een
(gesloten) deelpreschema van een (open) deelpreschema van (Y,E?Y), dus
met een deelpreschema van (Y,C?&). Dit isomorfisme geeft de ‘gezochte

factorisatie van (¢,9).
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Propositie 3.30: Zijn X,X',Y,Y' S-preschema's, en zijn (¢,0): X >~ Y

Bew: (i)

Bew:(ii)

en (¢',0') = X' > Y' twee S-morphismen,

dan geldt: Als (¢,%) en (¢',9') immersies zijn, dan is
ook (¢,0)1(¢',0'): X I X'— Y Mg Y' een immersie.

Neem aan: X,X',Y,Y',S zijn alle affien, terwijl bovendien ¢X
en ¢'X' gesloten zijn in Y resp. Y'. (¢,2) en (¢',8') zijn dan
gesloten immersies en worden dus resp. geinduceerd door ring-
surjecties B/i_@i;-B en B'/j_«i:—-B'. Dan wordt (¢,0)I(¢',8")

geinduceerd door

1
B/i @C B'(i +£§£——-B @C B

en dit is een surjectie. Dus is (¢,9)N(¢',2"') een gesloten

immersie. (Hierbij: S = Spec C).
Neem aan: S is affien. (Zeg: S = Spec C). Noteer:
(v,¥):= (¢,0)0(0",0").

Beschouw (¢,%): X >~ Y. Kies U open, affien in Y en V open,
affien in X zodat ¢(V)cU. Dan induceert (¢,%) een morphisme

V - U. Dit wordt dan gelnduceerd door een ring-morphisme
f: B> A

als U = Spec B, V = Spec A. Men kan op een wijze, analoog aan
die in het bewijs van Prop. 3.27 bij elk punt x€X U en V zo

kiezen dat geldt:
”\
(i) U is een open affiene omgeving van ¢(x)

(i1) V is een open affiene omgeving van x
{ (iii) ¢V is gesloten in U.

(iv) (¢,2) laat zich beperken tot een morphisme

(U, O |U) (v, O |V).
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Analoog kunnen we bij elk punt x'€X' dergelijke omgevingen U' en V'

in resp. Y' en X' vinden.

Kies nu een punt x € X HS X'. We kunnen dan volgens het voorgaande open
affiene omgevingen

U T, U' = Spec(B 8, B'); V I, V' = Spec(A 8

1
] S A")

C

van Y(x) en x in resp. Y HS Y' en X HS X' vinden zodat voldaan is aan:
(1) (v Mg v')eu I U (ii) ¢(V) gesloten in U ;
(iii) ¢'(V') gesloten in U'.

Dan induceert (y,¥) een morphisme U HS U' «—V HS V', geinduceerd door

een ring-morphisme van het type
= ' 1
Al O B@CB—>A®CA.

Wegens (ii) en (iii), en het feit dat (¢,?) en (¢',8') immersies zijn
volgt dan dat f @ f' surjectief is volgens Bew(i). Hieruit volgt dat

(V,¥) een immersie is (Ga na).

Bew(iii): Zijn nu X,X',Y,Y',S niet noodzekelijk affien. Kies een open affiene
overdekking van S: S = L)Si. Als (u,U): X + S de S-struktuur is op X,

definieer dan:

en analoog YiC Y, X:!LCX' en Y]!_CY'. (¢,¥) induceert dan morphismen

H 1
X Ig X3 — ¥ O X;
1 1

en deze zijn volgens Bew(ii) stuk voor stuk immersies. Dan is ook (y,¥)
een immersie, omdat
1
(Yi m, Y!).

S. "i’1
i

een open overdekking is van Y HS Y,
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Propositie 3.31: Als (¢,2): X > Y en (¢,¥): Y > Z twee morphismen van

preschema's zijn, zodat (¥,¥)e(¢,®) een immersie is,

dan is ook (¢,%) een immersie.

Bew: Het diagram

(9,2)

Y
idX[ l(w,w)
7 2

X 0,9 (9,0

commuteert. Dus bestaat er een uniek bepaald morphisme (y,I') zodat

(p,,P,)
(6,2) = [x —;11£l+ X1, ¥ Pere, 1]

((p,sP,) is de projectie op Y). Het is te verifi&ren dat ook geldt:
272

Z I, Y—"> Y]

(v,¥)(¢,2)Tid
xm, == 2 1,

(pe’Pe) =

zodat met (¥,¥)s(¢,9)0id ook (Pg’Pé) een immersie is. We bewijzen nu dat

(y,') een immersie is. Beschouw:

X"/”—'—ﬂ__————‘\\\\\\\ij;@)
\("Y,F) (Pg’Pg)

Xn, Y Y
id l (p1,P1) l (v,¥)
X <w’w)‘(¢a¢5 z

Kies xe X en zij ¢(x) =y, ¥(y) = z. We kunnen open affiene omgevingen
U, V, Wvan x, y en z in resp. X, Y en Z kiezen zodat y(V)C W en ¢(U)CV.
We hebben dan een affiene omgeving U Hw V van y(x). (Ga na). Omdat het
door (y,I') geinduceerde morphisme

U—-*U]'[WV

afkomstig is van een ring-morphisme van de gedaante
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A8, B-—>A

a®1 — g

-

dat dus surjectief is, volgt dat U >~ U HW V een gesloten immersie is.

Dus is (v,I') surjectief in de staken en is Y een homeomorfie van X op
¥(X). (We kunnen X met U's, zoals hierboven gekozen, overdekken). Omdat
p;oY = id volgt ook dat Y(U) = y(X)NU I V, en, omdat y(U) gesloten is

W
in U IV, geldt dat Y(X) lokaal gesloten is in X I Y. Dus is (y,T)

W
een immersie. (Cf. prop. 3.29).

Z

Het is een direkt gevolg van prop. 3.29 dat de samenstelling van twee

immersies weer een immersie is. Dus is (¢,0) = (pg,Pe)o(y,F) een immersie.

Gevolg 3.32: De grafiek (y,T') van een S-morphisme (¢,9) is een immersie.

(Dit is in het voorgaande bewijs al bewezen).

Gevolg 3.33: De diagonaal (8§,A) van een S—preschema X is een immersie.

Definitie 3.34: Een Y-preschema X - Y heet gescheiden als de diagonaal

van X over Y een gesloten immersie is.

Definitie 3.35: Een preschema X heet gescheiden als X, opgevat als

een Spec(Z)-preschema (en dit kan op &én manier) ge-

scheiden is.

‘Definitie 3.36: Een Y-preschema X heet een schema over Y als X als

Y-preschema gescheiden is.

Definitie 3.37: Een preschema X heet een schema als X een schema is

over Spec(Z).
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Definitie 3.38: Een morphisme van preschema's (¢,0): X - Y heet

gescheiden als X als Y-preschema, met de struktuur, ge-

induceerd door (¢,?), gescheiden is over Y.

Propositie 3.39: Als X,X',Y,Y' S-preschema's zijn en als (¢,0): X > Y

en (¢',0'): X' > Y' S-morphismen zijn en tevens beide

gesloten immergies, dan is ook

(¢,8)M(9p*,0"): X Tg X'—> Y I Y

een gesloten immersie.

Bew: Uit prop. 3.30 volgt direkt dat (y,¥):= (¢,0)N(¢',¢') een immersie

is. We moeten dus alleen bewijzen dat (X I, X') een gesloten deelver-

S
zameling is van Y HS Y'. Noteer (enigszins slordig):
(X g X'): het deelpreschema van Y Iy Y' waardoor (v,¥) factori-

seert. ((v,¥) is een immersie).

X : het deelpreschema van Y waardoor (¢,®) factoriseert.

(¢X is een gesloten deelpreschema van Y omdat (¢,%)

een gesloten immersie is).

X! : het deelprescheme ven Y' waardoor (¢',8') factoriseert.

(¢'X" is ook een gesloten deelpreschema).

Het is een kwestie van een eenvoudige schermutseling met diagrammen in
PreSch3 om te controleren dat

P(X I, X') = ¢X Ig $rX!

S

(als preschema's!). Omdat ¢X en ¢'X' gesloten deelverzamelingen zijn van
. .

g ' (Dit

ziet men in door de constructie van gevezelde produkten, zoals in prop.

Y en Y' is ook ¢X HS $'X' een gesloten deelverzameling van Y II

3.11 nog eens na te gaan).
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Opmerking 3.40: Zij S een T-preschema en zijn X en Y twee S-preschema's.

Dan induceert het struktuur-morphisme § » T op natuur-

lijke manier een morphisme

X HS Y - X HT Y.

(De T-struktuur op X wordt natuurlijk gegeven door
X+>8 T, ete.)

Bew: Ga na.

Opmerking 3.41: Zij S een T-preschema en zijn X en Y twee S-preschema's,
dan geldt:

(i) X0, Y =81

S (SHTS) <XHTY)

(i1) Als (¢,0): X g

duceerd zoals in opm. 3.40, en als (8,A) de diago-

Y—X HT Y door S » T wordt gein-

naal is van S over T, dan commuteert het diagram

X HS Y —err S H(SHTS) (XHTY)
(¢,0) (6,0) T id
fod
X T, Y —s (SHTS) H(SH s) (XHTY)
kan. T

Bew: Ga na.

Propositie 3.42: Zijn X en Y S-preschema's en zij S een schema over T.

Dan is het volgens opm. 3.40 door S -+ T geInduceerde

morphisme

(¢,0): X Mg Y— X I, ¥

een gesloten immersie,

Bew: Beschouw het diagram
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X HS Y Ay S H(snTs) (XHTY)
(¢,9) (6,A) T ia
X I Y s (SIITS) n(SHTS) (ann

zoals gedefinieerd in voorgaande opmerking. Omdat S een schema is over
T, is (8,A) een gesloten immersie, evenals idXII y» zodat volgens prop.

3.39 ook (8,A) I id en derhalve ook (¢,®) een ggsloten immersie is.

Propositie 3.43: Als (¢,%): X > Y en (¥,¥): Y > Z twee gescheiden mor-

phismen zijn, dan is ook (y,¥).(¢,?) gescheiden.

Bew: (¢,9) en (¥,¥)e(¢,%) maken van X een Y-schema resp. een Z-preschema.
ZiJ (G,A)Y de diagonaal van X over Y, en (S;A)Z de diagonaal van X over

Z. Het is eenvoudig na te gaan dat het onderstaande diagram

X, X

X
(M

il
X 7 X

commuteert. (De vertikale pijl wordt geinduceerd door (¢,¥): Y -+ Z.
(cf. Opm. 3.40).) Volgens prop. 3.L2 is deze vertikale pijl een gesloten
immersie, evenals (G,A)Y, zodat (S,A)Z - als samenstelling van twee ge-

sloten immersies - zelf ook een gesloten immersie is.

Opmerking 3.4b4: Elk affien schema is een schema.

Bew: Zij X = Spec A. De diagonaal van X over Spec Z

Spec Z

wordt geinduceerd door het ring-morphisme
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A +—£—-A @Z A

% ai bi ]| % ai ® bi

Dit is een surjectie, dus is (8,A) een gesloten immersie.
We zullen dit resultaat generaliseren tot een algemener criterium op
grond waarvan men kan besluiten dat een preschema een schema is (prop.

3.47).

Lemma 3.45: Een immersie is gescheiden.

Bew: Zij (¢,2): (X,C7X) —»~(Y,C7Y) een immersie. We kunnen dan aannemen
dat X een deelpreschema is van Y, en er bestaan een stel affiene open

stukken <Yi) van Y zodat

i
(i) XCUYi

(i1) (x0Y,,04[X0Y;) affien gesloten in (v, 0y]1.).

Noteer: X.:= XNY, ; Y := (UYi,ﬁYWYi). Uit (i) volgt: (zie de con-

structie van gevezelde produkten)

X HY X=X HYO X.

Uit (ii) volgt (onder meer): Xi is affien. We hebben een open overdekking

van X II X=X1I,6 X.

Zij nu

de diagonaal van X over Y. ((¢,2) induceert de Y-struktuur op X). Volgens
opm. (3.32) is (8,A) een immersie. We behoeven alleen nog msar te laten

zien dat 8X een gesloten deelverzameling is in X HY X.
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Voor elke i hebben we een commutatief diagram

(8.,A.)
X, =y X, 1 X.
1 Y.
i
kan. kan.
(8,4)
DU, S Sl A
X X I[Y X

waarbij (Si,Ai) de diagonaal is van Xi over Yi. De diagonalen (Si,Ai)
worden gelnduceerd door surjectieve ring-morphismen

A, <~ AL ® A.
1 1 Bi 1

¥ ai-ai i} a; ® a}

Dus zijn de SiXi 's gesloten deelverzamelingen van de Xi HY Xi 's.

Ook geldt: +

§. X. = 8XNX. I X.
1 1 1 Yi 1

(Ga na), en omdat de X, I, X, 's X I, X=XI X overdekken volgt

Y. 1 YO
hieruit dat *

SXC X HY X

een gesloten deelverzameling is.

Propositie 3.46: Als (¢,%): (X,CVX)-—+ (Y,C?Y) een morphisme van pre=-

schema's is, en (Yi)i een open overdekking van Y, en

als we noteren:

(ii) (¢,,9;):= [xi , x L822), Y]

dan geldt: (6,%) is gescheiden, d.e.s.d.a. voor elke i

(¢i,®i) een gescheiden morphisme is.
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Bew: (=) Als (¢,®) gescheiden is, dan is (¢i,©i) gescheiden volgens
prop. (3.43), want het kanonieke morphisme X, — X is, als immersie,

ook gescheiden volgens lemma (3.45).

Bew: (<=) Voor elke i geldt: (¢i,@i) is gescheiden. Dus is

(8;,8,)
X, ————— X. 1 X. = X. NI X.
1 1 Yi 1 i Y 1

een gesloten immersie. (Cf. lemma 3.45). Nu is (Xi I, Xi)i een open
overdekking van X HY X, en 1

X. = 5'1(x. j|
1

i Xi)

Y

(Ga na). Dus is volgens prop. 3.28 ook

een gesloten immersie.

Propositie 3.47: Zij Y een affien schems en X een preschema met een open

affiene overdekking (Xi)i. Dan geldt: Een morphisme

(p,2): X— Y

is gescheiden, d.e.s.d.a:

(i) Xif)Xj is affien voor elke i en j.

(ii) De beelden vaen de morphismen van ringen

restr.
O, (x;) 2R O (x, N, )

%(xj)-—?—ef-’&r—'-» O (x;n %)

brengen als ring EZX(Xif\Xj) voort.

Bew: Zi] Xi = Spec Ai en Y = Spec B. X HY X wordt overdekt door het

stelsel (Xi HY Xj)i,j'
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Beschouw het diagram

-1 _ 1
8 (Xianj)—s (m

Wegens 1T1o(3 = id, 1T2¢5 = id volgt:

s”N(x. I X.) = X.NX.
i 3 i

Y J

Nu geldt: {Xin Xj}i 3 is een open overdekking van X. Dus:
3

[(S,A): X— X I, X is een gesloten immersie] =

Y

N [Vi,j. (8,4): Xiﬂ Xj-—r X, I Xj is een gesloten

Y
immersie] <

= [Vi,j. §(X.N X.) is een affien gesloten deelschema
109

van Xi I Xj = Spec Ai ®B Aj] =

Y

== |X.NX. is affien en A, 8, A.— O (X.NX,) is
1 J 1 B X1 J

surj ectief]

Nu is A, &, Aj—> GX(XiﬂXj) een surjectief ring-morphisme d.e.s.d.a.

de beelden van de morphismen
. o .
Ay— Ay Op A, — X(xiﬂxa)
A, — A; 8y A, — @'X(Xiﬂ xj)

de ‘ring @'X(XiﬂXj) voortbrengen. Hiermee is de prop. bewezen.
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§3a., Voorbeelden bij §3.

(i) In §2a (iv) hebben we het volgende open deelpreschema van Spec (EE(,YJ

beschouwd:
U = (Spec CB,Y] )\{xg} 3 me:= (X,Y).
We hadden gezien dat
U = D(X)UD(¥) = spec ¢[X,¥],Uspec ¢[X,Y],.

We hebben zo een open affiene overdekking van U verkregen. U is een

voorbeeld van een niet affien (Cf. §2a (iv)) preschema.

(ii)Beschouw nu eens twee copieé&n van Spec CD(,Y] , 2eg: Spec CE{1 ,YJ

en Spec m[}‘cg,xz] , en definieer, analoog aan (i),

<
fl

1 (Spec 05(1,Y1])\{x21} p m:= (X1,Y1)

(o
n

o (sSpec C[Xg,YEC_])\{x%} 3 myi= (X2,Y2)

In Top hebben we dan het volgende '"plakdiagram"(gevezelde som)

T +—————— Gpec C[XQ,Y;]

spec €[X,Y,] +——u,

waarbij U, — Spec (B[XVY{J de kanonieke inbedding is, en

U1—+ Spe:: (DEXQ,YQJ wordt verkregen door U1 en U2 op kanonieke manier
te identificeren. De enige punten van Spec C[X1,Y1] en Spec [X2,Y2]

die niet worden geidentificeerd zijn }{121 en xgz . We krijgen - topolo-
gisch - dus "het affiene complexe vlsk waarbij het gesloten punt (0,0)

tweemaal wordt geteld".

De plekstelling verifieert men gemakkelijk. We hebben een preschema
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T verkregen met open affiene overdekking

T = Spec @[Xj,YJ] {4 Spec (L'D(Q,YEJ .

(iii) Beschouw T,:= Spec (D[X]] en T,:= Spec (D[XQJ . (twee copieén van de

complexe rechte). Zij m, = (X1) en m,:= (Xg)' Beschouw:
r‘
U, := (Spec (D[XJ) \ {XE]} = D(X1) = Spec G[XJX]
4
U,:= (spec CEXé])‘\\{xge} = D(X2) = Spec Cﬁké]xz

U1 en U2 zijn dus open affiene deelpreschema's van '.I‘1 en T2.

finieer nu:

De-

’D[XJX] —— e&;xz

F(')‘{‘{) F(X,)
(Dit ken, want als F(Xz) =aytaX, + ...+ amxlél, dan is
F(z)
X, =Xn.aOXT+“.+am£C]:X] )
%0 1 X 1 X1 '

1 1

Het is duidelijk dat f een isomorphisme van ringen is. Derhalve

hebben we een isomorphisme van preschema's:

g, —L6s2),

1 2

door f gelnduceerd.

Beschouw nu in Top het "plak-diagram" (gevezelde som):

2
—_

F m—
) m— ]
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waarbij het morphisme U1-—* T2 gedefinieerd wordt door
o= ¢
[U,— 1):= [U, <5 v, — T,].

(We hebben dus de topologische ruimte T verkregen door T2 te

nemen, en T, aan T, te "plekken" door via het homeomorphisme ¢ U, met

U2 te identificeren.)

We kunnen schrijven:

(i) T = T;L)Tz, open overdekking

(ii) T! homeomorf met T
1 1

cis N my -

(iii) '].‘1('l'I'2 U,

(iv) Het homeomorphisme it (ii), beperkt tot U,, wordt
gegeven door

~1

Omdat we T overdekken met slechts twee open deelverzamelingen be-
hoeven we uitsluitend de plakvoorwaarde (prop. 3.8 (i)) te veri-

fi€ren. D.w.z.: We moeten de volgende isomorphismen definiéren

120

(UE’QT'[UE’) e (UZ’BT ]UQ)'

1 921 2

(Hierbij zij opgemerkt dat C7T, op kanonieke manier via het homeo-
1

morphisme tussen T1 en T; wordt geinduceerd door G7T ).
1

Welnu, kies een open deelverzameling V2 in U2, en definieer:
?
2" (V)

(V2)1= ]:G’T (Ve)‘—'r* 0T'(V2)]'

0
21 2 1

(Hier is ©'(-) eveneens op kanonieke wijze door &(-) geinduceerd.

Ga na; het is een kwestie van notatie). Voorts:
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(v.): (v,)"

010\V50i= 8,y

2

Hiermee hebben we het preschema (T,C?T) verkregen door het plakken
ven (T!,®&.,) en (T,,&. ). Nu geldt: (T,&.) is niet affien.
1 T1 2 T2 T o e i

Bewijs hiervoor: Beschouw het diagram

" n
) restr GT'(U )

proj/,G'T{ (U, 5
u,)

T e YT e
! 2prok.

(u,) ¢, (u,) —2—04,(U,)
2 Ztpegtr" T2 2 0,,(U) Ty

T

(vgl. de definitie ven de geplakte schoof in het bewijs van prop.

(3.8)). Kies nu s€3€7T(T). Dan moet derhalve gelden, als 5,:= s]T{

en s,:= HITQ,
| S1IU2 = 621(U2) (s2§U2) R €
We hebben:
~S1GGT;(T%) = @'T1(T1) = ¢[x,]
4 seee'T_g(Tg) =e[x,].

n —
Zeg: 8, =ayt ... * anX1 en s, = bO + .. + meg.

(») geeft dan:

zodat de enige mogelijkheid is: 8, = ay = bo =5, Met andere
woorden: De enige elementen van de ring CZT(T) zijn de constanten.

Dus:

@’T(T) = C.
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Dus, als T affien is, is - als topologische ruimte - T = Spec €,
een één-punts verzameling. Dit is in tegenspraak met het feit dat
T2 = Spec G[ij en T2C T, Dug T is niet affien.

' Een nadere karakterisering van T volgt in een volgende §.

(iv) De onderliggende topologische ruimte van X N, Z is niet altijd het

Y
gevezelde produkt in Top van de topologische ruimtes X en Z over
Y. (X HY Z hier te beschouwen als gevezeld produkt in PreSch).

Want kies bijvoorbeeld X = Spec iR[X] s ¥ = Spec R, Z = Spec €, Dan

is
X I, % = Spec(R[X] 8 C) = spec c[x].
Beschouw nu het diagram

Spec C[X:] —> Bpec €

]

Spec IR[X]——-—-* Spec R

(gevezeld produkt in PreSch, waarbij (¢,®) geinduceerd is door de
kanonieke homomorfie R[X] - C[X] ). Het diagram van onderliggende

topologische ruimten is dan:

Spec C[X] — pt

|

Spec R[X] —> pt

(waarbij pt het punt-object is in Top.) Als dit laatste diagram
een gevezeld produkt is, zou ¢ een homeomorfie moeten zijn, en ¢ is

niet injectief. (Ga na) Tegenspraak.

(v) (Cf. Mumford [M], pag. 215)

We geven een voorbeeld van een gesloten deelpreschema. Zij (¢,0):X -+ Y

een morphisme van preschema's, en kies een gesloten punt yeyY.
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Nu is ny(y) een lokale ring met maximeal ideaal, zeg m(y). We

kunnen dan het restklassenlichaam

G, (y)
Ky /.:yy)

beschouwen, en als volgt een morphisme
(v,¥): Spec (k(y))=— Y

defini&ren: Zij Spec(k(y)) = {xo} als topologische ruimte, en zij

U een open omgeving van y€Y. Definieer:
(1) w(xy) =y

(ii) ¥(u):= [@’Y(U) @'Y(y)m}k(y) = (k(y))({xo})j'

t——————)=
restr. Spec

(Als U een open deelverzameling is van Y zodat y@U, dan is ¥(U) de
nulafbeelding). We hebben dan het gevezelde produkt

X T, Spec(k(y)) =TIl x

T e

Spec(k(y)) —‘W—* Y

Zij nu V = Spec (S) een open affiene omgeving van y in Y, en laat
(Ui = Spec Ri)i

een open affiene overdekking zijn van ¢—1(V)C:X.

Dan is (Ui I, Spec k(y))i een open overdekking van

X 1, Spec (k(y)).

(Want : ¢-1V I, Spec (k(y)) =X I, Spec (k(y)) (Ga na))

Omdat y een gesloten punt is in Y, en dus ook in V, correspondeert

y met een maximaal ideaal n van S, en er geldt:

S
- B ~ S
k(y) = 72'8-@ “/2- .
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Dus volgt voor iedere 1i:
U, T, Spec (k(y)) = Spec (Ri 8 S/n).
Nu worden de door (m,lI) geinduceerde morphismen

U; T, Spec (x(y))— u,

geInduceerd door de kanonieke ringmorphismen

s, %
By 8 /m Ry

en - wegens de rechts-exaktheid van het tensorprodukt - zijn deze
fi's surjectief.,

Voorts induceert (¢,%) morphismen
Spec (Ri) = (Ui’ CVXJUi)-——» (V,fyylV) = Spec (8),

dus ring-morphismen

R, <t g
1

We hebben nu gevonden een stel open deelverzamelingen (Ui)i in X

zodat de door (w,II) gelnduceerde morphismen

-1 _

m U, = U, I Spec k(y)— u.

gesloten immersies zijn. Dus (m,I) is een immersie. Ook geldt:
¢-1(y) is de topologische ruimte, die ten grondslag ligt aan

X I, Spec k(y), want:

U. I Spec k(y) = Spec (R. ® Sin) = Spec (R. ) =
17V 18 '= 1
gi(n)

= {xgeUi | pog;(n)} = {xp_€Ui | ¢(x) = yl.

Dit is - omdat y een gesloten punt is - een gesloten deelverzameling
van X. Dus is (m,II) een gesloten immersie.
We kunnen dus X HY Spec k(y) identificeren met een gesloten deelpre-

schema van X met onderliggende topologische ruimte ¢-1(y).

X 1, Spec k(y) heet de vezel van y.
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(vi) In PreSch is Spec Z het punt-object (Cf. Opm. 3.16). Voor elke

X€ PreSch bestaat dus een uniek morphisme

X M Spec Z.

Zij nu xeX en V(p) = ¢x, (p) # (0). Dan induceert ® een staak-

morphisme

o(x): @ (y) = ex(x).

Spec Z

Zzij m(y) het maximale ideaal van de lokale ring e’Spec Z(y),, en

m(x) dat van @’X(x). Definieer:

O (x)
X
k(x) = ///;(x) ’

Omdat ¢(x) een lokaal homomorphisme is, induceert ®(x) een ring-

homomorphisme

z Fone 77 Oy ()
- (p) - Spec Z — X -
Fp /<p>z<p) - /_I};(y) /_Ig(x) kx).

Dus is de karakteristiek van het restklassenlichaam k(x) p # O.
Als we een punt x€X hadden gekozen dat (indien mogelijk) op het alge-

mene punt y van Spec Z was afgebeeld, dan hadden we het morphisme
(0) P

O o) O, (x)
_ Spec 77 (0) X -
' /z&(y(w) /znlx) T K

gevonden, en was de karskteristiek van k(x) O geweest.

(vii) (Cf. Murre [:Mu:] » pag. 16). We hebben gezien dat in het algemeen
de topologische ruimte, die ten grondslag ligt aan het gevezelde
produkt X HS Y van preschema's in het algemeen niet het gevezelde
produkt van de resp. onderliggende topologische ruimtes is van
X, Y en S, Wel geldt het volgende:

Als x€X en y€Y, en
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X Iy —RaP),

8
(q,Q)l j(u,U)
Y s

is het gevezeld produkt diagram, en als Fs€S zodat u(x) = s = v(y),

(v,V)

dan bestaat er ook een z€X I, Y zodat p(z) = x en q(z) = y.
Het bewijs hiervoor gaat als volgt:
Kies een affiene open omgeving Spec C van s en affiene open omge-

vingen Spec A van x en Spec B van y zodat
u(Spec A)c Spec C en v(Spec B)c Spec C.

g Y, en als we de

bewering kunnen bewijzen in het affiene geval, zijn we klaar. Neem

Dan is Spec (A ®C B) een open affien deel van X II

dus san: X = Spec A, ¥ = Spec B, S = Spec C. We hebben dan de si-

tuatie:

Spec A ®C B -—(-R’-P—)-* Spec A X

(q,Q) (u,U)
Spec B Spec C
(v,V)
vyt S

O, (x) O, (y) O.(s)
Laten weer k(x) = //_r_n_(X)’ k(y) = t y/g(y) enk(s) = ° E,J/m(s)

de betreffende restklassen lichemen zijn. Dan induceren U en V weer

homomorphismen
F’

g, k(s) — k(x)

g, k(s)— k()




3a,.10

Beschouw nu het diagram

k(x) 8 (s) k(y) < k(x)
A & S
\\f
\\
NA ®C B e
\ g,
] colonnnnn(*)
k(y) B c

&> \ x(s)

waarbij f de unieke factorisatie is die het diagram commutatief

afmaekt. f induceert het morphisme
Spec (k(x) @k(s) k(y)) —(4,9), X I Y,

Het diagram (%) induceert een diagram

Spec k(x) ®k(;) k(y) Spec k(x)

(¢,2)

£0,Y =X

B (PsP)
(QQQ)

L

Spec k(y) ———————> Y
waaruit men direkt ziet dat
s(spec k(x) & () k(y))ep™ (x)0q7 (y)

(als verzamelingen). Ook geldt: ¢ is injectief, want f kunnen we

als volgt factoriseren:

A®,B £ = k(x) ®k(s) k(y)

C
\ /

)
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(Ga na), en hieruit volgt de injectiviteit van ¢ gemakkelijk.
Oock is Im ¢ = p_1(x)n q-1(y), want als zep_1(X)f\ q-](y), hebben

we het diagram

k(s)/-_—_——\\\
N

c A > k(x)
B oy | QC B
N
Nk
k(y) k(z)

waaruit gemakkelijk volgt een factorisatie

A e, B —s k(x) 8 () K(y)— k(z)

. J

k

Dus een factorisatie

X, ¥ So.0) Spec k(x) ®k(s) k(y) RUAD Spec k(z)

5
T /

(t,T)

zodat ¢(Im y) = z,

We hebben nu gevonden dat Spec k(x) ®k(s) k(y) als verzameling

isomorf is met p-1x(\q—1y, en er is dus een punt

z& Spec k(x) 8 (s) k(y)cx Iy ¥ zodat p(z) = x en q(z) = y.
(viii) (Cf. Murre Bﬁé], pag. 21). We geven een voorbeeld van een pre-

schema dat geen schemsa is.

Beschouw B:= C[i] en A:= G[i], en daarbij D(X) = Spec Bys

D(Y) = Spec By« Analoog aan voorbeeld (i1) kunnen we Spec B aan

Spec A plakken door D(X) en D(Y) te identificeren via het isomor-

fisme
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D(X) <=t D(Y)
(¢,9)

‘dat gelnduceerd wordt door het ring-morphisme
C[X]X—A—-*f e[y],

P(X), , F(X)

" '

We verkrijgen dan een preschema S = Spec BUSpec C. 8 is geen
schema, Om dit in te zien passen we toe prop. (3.47). We hebben de

affiene overdekking

T = Spec B U Spec C
terwijl

Spec B M Spec C = D(X).

Beschouw de beelden van de kanonieke morphismen

R
t

B = O'T(Spec B) = G’T(Spec B f) Spec C)

R
Q
rz
o)

C = G'T(Spec c) — e’T(Spec B N Spec C)

Deze zijn beide _G_J_[%_Cl .

Echter: @T(Spec BN Spec C) = C[‘X]X’ en dit wordt niet voortge-
bracht door C[X] .
Dus is niet voldaan sen de voorwaarde (ii) van prop. (3.47). Dus

is S geen schema.

(ix) Een voorbeeld van een niet affien schema is gegeven in voorbeeld
(i), Omdet de inbedding

U— Spec C[X,Y]
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een (open) immersie is, en Spec CEX,Y] als affien schema een

schema is, is ook U een schema.

Een voorbeeld van een geval, waarin voorwaarde (i) van (3.47) niet
vervuld is: .

Beschouw het preschema, dat verkregen wordt door Spec CEX,Y] op
Spec C[S,i] te plakken door de open deelverzamelingen

Spec C[?,i]\\{x(X’Y)} en Spec C[Ssj]\\{y(x,y)}

op kanonieke manier te identificeren volgens
X—> g
{1 ¥Y— T

Dan is de doorsnijding van de beelden van Spec GEX,{] en Spec C[S,ﬁ]
onder de inbedding in de geplakte ruimte precies de open verzameling

U uit voorbeeld (ix), en U is niet affien.
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§h, sz-modulen.

Definitie 4.1. Zi] (X,CVX) een preschema en 7QX een schoof van abelse

groepen op X. 1nX heet een SZk-moduul als voor elke twee-
tal open deelverzamelingen U en V van X met U@V voldaan

is aan:
(i) 7”X(U) is een cZX(U)-moduul.
(ii) Het diagram

G (v) x M (v) —TER—s M (V)

restr.xrestr. restr.

O, (W) x M (v) s M (v)

commuteert.

Opmerking 4.2. Als (X,CTX) = Spec A en M is een A-moduul dan induceert

M op X op kanonieke wijze een O -moduul M.

Het bewijs wordt hier niet in zijn geheel gegeven, aangezien het prak-
tisch net zo verloopt als in de constructie van de schoof C?X op het
spectrum X = Spec A, ZiJ bijvoorbeeld U een open kompakte deelverzame-

ling van X. Beschouw weer functies
r: U —> MxA

| e
X (mx,ax)

die voldoen aan:

(1) VXRQU. ax¢2

(ii) Vx,y€u. a . = a.ymX

en identificeer r met r', gegeven door
r': U — MxA

N 1 ot
X (mx,ax)
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als

A% xBe' UachA\ P cx(axm}‘{—a}'{mx) = 0,

De zo verkregen verkregen aequivalentieklassen zijn de elementen van

het @'X(U)-moduul I‘ﬂ/'JX(U) met de vermenigvuldiging

O (U) x i (u) — it (u)

:x‘;gz

(r,m) — r.,m

=1

waarbij, als r en m representanten zijn van r en m, gegeven door
r: U—r AxA m: U—> MxA

XR'—+ (ax,bx) X+ (mx,cx)

r.m gerepresenteerd wordt door de functie

U~ MxA

—
X ( am ,b.c. )

Op dezelfde manier als in de constructie van @X kunnen we nu - door
overgang op projectieve limieten - ﬁX(U) definiéren voor elke open deel-
verzameling U van X, en evenzo - door overgang op injectieve limieten -
de staken I':/‘IX(X).

Definitie L4.3. Als A een ring is en M een A-moduul, terwijl S een multi-

plicatieve deelverzemeling is van A, dan kunnen we als

volgt een S—1A—moduul S_1M definiéren. Zi]

V.= {g | meM, sesl.

Definieer als volgt een aequivalentierelatie

-
— ~ = == Zdses, s[s m
s S 2

- s.m = 0,
1 2 2]

1 1
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Het is duidelijk hoe men op de verzameling
S—1M:= U/N

een optelling definieert. De scalaire vermenigvuldiging met elementen

uit S_1A definieert men met:

S,] 52 8152

Dit klopt met de asequivalentierelaties.

Definitie 4.4. Als pCA een priemideaal is, en S:= A\p, dan definieert

men, als M een A-moduul is,

(M is een A -moduul).
2 2

Definitie 4.5. Als a€A, en MGAM_, terwijl S:= {a” | n=0,1,2,...} dan

definiéren we:

M := 8 M.
a

(M is een A -moduul).
a a

Opmerking L4.6. Analoog aan prop. (2.12) en (2.15) bewijst men:

Als (X,@'X) = Spec A en M is een A-moduul, dan geldt

voor elke x €X en elke a€A:

(1) dyGo =

o

(i1)  fL(D(a)) = u

a

Gevolg 4.7.  f(X) =M en ﬁx(ﬁ) = 0.
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Definitie 4.8. Zij (X,G?X) een preschema met twee CVX—modulen 7nx en
n

x* Dan heet een morphisme van schoven

(4:0): (X, 7)) — (X,M,)

een morphisme van C?X-modulen als voor elke open deel-

verzameling U van X het diagram

Oy0) My

O (u) x M_(u)
idxe(u) X X

verms. Verm.

m_(v) N_()
X 3(v) X

commuteert. (¢ is het identieke morphisme op X).

Opmerking 4.9. Zij (X, 0 ) = Spec A en zijn M en N twee A-modulen met

een ,M-morphisme

A

f: M— N,

Dan wordt door f op kanonieke manier een morphisme van

vGYX-modulen

(6,0): (X,8,)— (x,0L,)

geinduceerd. (¢ is de identiteit op X).
Bew: Voor de open basis~verzamelingen D(a) (ae€A) kunnen we definiéren:

o(D(a)):= f&X(D(a)) =M — N_= ﬁx(ma))

Als a,,a,&A zodat D(a1)c=D(a2), dan is D(a1) = D(a1a2). Omdat het diagram
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2(D(a,))

T (D(ay))

i, (D(s,))

=Ma
2
restr. l
=y — ¥ (D(a,))

N
l restr.
(D(a,)) N N
TP %1% o(D(a,)) 1% X

commuteert. (Waarbij de vertikale pijlen gegeven zijn door:

r r
Ma — Ma a 3 Na - Na a
2 172 2 172
1 n 4 t
m Wa1 n na1
;E.F—* (a,a )n ;E — (a,a t )
2 172 2 172

commuteren de ®(D(a))'s met restricties. Volgens opmerking (2.17a) geldt

voor elke open deelverzameling U van X:

o

M _(U) = _lim M_(D(a))
x sey X

N (U) = 1lim NX(D(a)).
' D(a)CU

Men kan nu op de gebruikelijke manier, door overgang op projectieve

limieten, voor elke open U van X de morphismen

2(u): M (U) — W (U)

definiéren.

Opmerking 4.10. Als f£: M > N gegeven is, zoals in Opm. (4.9), dan worden

de staakmorphismen ®(x) gegeven door

MX(gE) = M ——
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Definitie 4.11. Als (X,GX) een geringde ruimte is met twee OX—modulen

mx en 'ﬂx, dan kunnen we een nieuwe schoof definiéren:
(M, & N,)(U):= My(u) & N ()

als U een open deelverzameling is van X. De restricties

krijgen we op kanonieke manier: Als UCV, kies dan

m.X(V) ® 'nX(V) restr.®restr. mX(U) ® nX(U)'

Het is eenvoudig na te gaan dat de zo verkregen pre-

schoof een schoof is, en zelfs een G’X—moduul.

Notatie L4.12. De direkte som mx B ... 8 mX van n copieé&n van het

& X—moduul mX geven we ook aan met:

me.

We bespreken nu eerst een proces, dat in het vervolg het "yerschoven"

van een preschoof zal worden genoemd.

ZiJ (X,G‘X) een preschoof van abelse groepen, en U een open deelver-
zameling van X,

Definieer als volgt een relatie ~ op G'X(U):

swt <> Er is een open overdekking (Ui)i van U zodat voor
elke i geldt: s | U =t | U, .

(Hierbij: s,téS@'X(U).)
~ is een aequivalentierelatie, afhankelijk van de keuze van U. Bij elke

open deelverzameling van X hebben we zo'n relatie. Er geldt:
(i) Als V een open deelverzameling is binnen U, dan:

s,t€ O (U); swt = s|V ~ t|V.
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(ii) Als s,s',t.,t'€ E’X(U), dan volgt
s~s' en tat!'= (s+t)~ (s'+t')

zoals eenvoudig is in te zien. Definieer nu:

O_(u)
V(v):= XA

voor elke open deelverzameling U van X. Uit (i) en (ii) volgt direkt
dat {V(U)}U weer een preschoof van abelse groepen is.

Definieer verder:

W) := {(Ei)ie HV(Ui) | (Ui)i is een open overdekking van U en

. bovendien: Voor elke i,j geldt:

s. | U.NU, ~s, | U.0U.}.
1 1 J dJ 1 J

(Hierbij zij opgemerkt dat (Ui)i een niet-vastgekozen overdekking is
van U en dat 52 de aequivalentieklasse van Sie eX(Ui) representeert

als element van 'U/(Ui).)

Ock op {w(U)}U kunnen weer restricties worden gedefinieerd:
Als o:= (-s'i)ie Iilzy(Ui) een element is van W(U), en V is een open deel-

verzameling van U, dan:

o|v:= (Eilani)i e Eﬁ(vn U, ).

Dat o|V een element van WHV) is, volgt omdat wegens
s. | U.0U, ~ms, | U.NU,
LR D ARG RS A

ook
s. | U.nU.0Vw s, | U.NAU. NV,
il SRS A

Definieer nu op WI(U) een relatie # als volgt: Als o,1€ W(U), met

o = (5;);@enV,)

1
$.).enW(ur
(tJ)Jegl (UJ)

—
1}
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definieer dan:
o 1,3 . Ny . . !
on T => \/1,3 s; I U1 UJ,V tJ | UlﬂUJ
en noteer:

\ W)
@X(U):= /z .

Om in te zien dat dit kan, moet worden nagegaan dat & een aequivalentie
relatie is:
Dat steeds om0, volgt uit de definitie van W(U), en het is triviaal

dat o T = Tw 0. Zijn nu o,t,0e W(U), met

A

g = (’é’i)ieliIU(Ui)
dt = (tj)jegﬁ’(%)
Luo = (;rk)kell'iw’(Uﬂ)

Neem aan dat geldt o1 en t® w. Dat wil zeggen:
Vi,j. s. | U.NUt L t. | U.NAUL
1 i J i ]

2 [ 11 n
Vi,k. ts | anUk~ | Ujf\Uk

Yk
Omdat de aequivalentierelaties ~ compatibel zijn met het nemen van res-

tricties, volgt hieruit:

( . . . . .n !n 7" . '. H.
Vi,jk. s | U NULOUL ] UlﬂUJﬂUk

Dus hebben we een open overdekking (V;Jk)a van Uin UjﬂUi; (voor elke

i,j.k één) zodat:
. . . . .n '. " ijk - ' 1" i,jk.
Vi,ji,k Yo s ] U, UJ(\UkﬂVa W, ] UiﬂUJ.ﬂUkﬂVa

Ook is voor elke i en k (U:j(\ViJk)j
zodat volgt:

o, €68 open overdekking van Uiﬂ ul',
9
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Vik. s, | U0~ | U~ U}

Yk k

wat zeggen wil:

Gz w.

Hiermee is bewezen dat ~ een aequivalentierelatie is op W{U).
Ook geldt, dat » compatibel is met het nemen van restricties:
Dat ziet men als volgt in: Als ¢ = (Ei)i en T = (£.). zoals hiervoor

zijn gedefinieerd als elementen van W(U), dan volgt uit owr:
Vi,j. s. | U.nU' & t. | U.OUL.
i i 7J J i 7
Dus ook:
Vi,j. s. | U.OUNVw L, | U.OULAY
1 1 dJ J 1 d
als V een open deelverzameling van U is. Dit geeft:

ol v=(s |U.NV).~(E,.|UNY), =1 | V.
: i i i 3 3 3
Ook induceert de abelse-groep-struktuur op @X(U) (en de door deze ge-
Induceerde struktuur op de ’V(Ui)'s) een struktuur van abelse groepen

op @ }'((U)' Als we de aequivalentieklassen van oc& UXU) aangeven met

ge@’}’((U), dan wordt de optelling op Q’}E(U) gegeven door:

R

g + 1= (g, +Ej I u.Nnut),

i i 31,3

als 0 = (si)ie I[U(Ui) en T = (tj)jéﬂ (Uj). Ga na dat deze definitie
voldoet. * J

We hebben nu een preschoof {G?i(U)}U van abelse groepen op X geconstru-
eerd.
Bewering: {Gyi(U)}U is een schoof. Hiertoe verifi&ren we beide schoof-

eigenschappen.

Ten eerste: Kies twee elementen ¢ en "E, gegeven door:

it

an

@1 (U); o = (5,),e 1 V(U,)

1

?e@’}'((U); = (t.).en¥(u!)
Jd d 3 J
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Laat bovendien (Uk)k een open overdekking van U zijn, terwijl geldt:
Vi, 5| 0¥ =% |~
Dan moeten we laten zien dat G = 1. Er geldt:
Vi, (5, | u.nt®),# (£, | uinu®)..
i i i J J 3
Dat wil zeggen:
Vk,i,j. s. | 5.AULNUE wt, | u.nut N,
i i) J i 7]

Dus kunnen we voor elke k,i,j een open overdekking (WﬁlJ)a vinden, zodat

voor elke o geldt:

s. | v.nutnuEawtd® = ¢, | u.nurnuEAtIE
i i 73 o J i J o

en, omdat (Ukn W;Jk)a , €en open overdekking is van Uif\Uj, volgt weer:
2

Vi,;. s, | U.NUL vt, | U.NU!
AL R B i

zodat

aln
[
A

Hiermee is de eerste schoofeigenschap bewezen.
Ten tweede: Stel nu dat (Uk)k een open overdekking is van U, terwijl we

voor elke k bovendien open overdekkingen

hebben van Uk, met elementen gkee')'((Uk), gegeven door

o = 5’; ), €1 V(uli‘ ).
k "k ik k

Neem ook aan dat geldt:

Yi,1. oF | vtnut = 5t | vtnut.
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We moeten dan bewijzen dat er een gee'}'{(U) bestaat zodat
Vk. 5| U® = o5
ﬁe hebben:
Vi1, o | vtaut . o | vRnut.

Dat wil zeggen:

Vk,1. (5% | Ulj.f ﬂUl)i 7 (E:iL | UkﬂU:; )i .
k k k 1 1l 71
Wat hetzelfde is als:
Vi, 1,01, s}i‘ [ U}; ﬂUlﬂUkﬂUi ~
k k 1
~ sy ]Ul; (\Uanani._' U ¢
1 k 1
Beschouw nu:
o= (35 ), , € 1 0} ).
kTk ki k
Nu is (Ul:: ). . een open overdekking van U. Oock geldt:
i, ‘k,1
k k
ceW(u).

Om dit in te zien, is het voldoende om op te merken dat geldt:

. ! 1 '
Vk,k',ik,ilji. sl.i | Ull‘ nUl:.: ~ s | ut nuk
K S L L S
(en dit volgt uit (») door daar te substitueren: k:= k, ik:= ik’ l:=
ip:= lk')'
Dus
5 e01(V).
= 1 =
Ock geldt: o ] U =0, want:
GG 1A, ),
. k k Tk 171
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omdat uit () volgt:

Vi,i i, | Uli‘ auln Ui = sli‘ l Uli‘ nut o st | vt nut
Tk k 1 k k1 ‘i ‘v 1
(nl, door in (») te substitueren: k:= k, ik:= ik’ 1:=1, il:= il).

Hiermee is ook de tweede schoofeigenschap bewezen.

Opm: Er bestaat een kanoniek morphisme van preschoven:

vy _(id,2)
(X,04) === (X,0,).

Bewijs: De constructie van ¢ gaat als volgt: Zij U een open deelverza-
meling van X met see'X(U). Kies s € V(U) en, omdat (U) een open over-
dekking van U is, definieert s een element ¢ = (5)€W(U), dat weer een
aequivalentieklasse F representeert. Het is eenvoudig na te gaan dat

als we ® definiéren met
o(U)(s):= o

(id,®) een morphisme van schoven is.

Opm: &, zoals hierboven gedefinieerd, induceert voor elke x&€X een iso-

morphisme
o(x): C9X(x)‘41* C?k(x)

tussen de staken van C?X en G?% in x.

Bewijs: (1) @(x) is injectief.

Kies twee elementen Sx’si in sz(x), en laat
= !
o(x)(s,) = o(x)(s)).

We kunnen een open omgeving U van x vinden zodat s, en si geinduceerd
worden door elementen s, resp. s' van C?X(U).

Zij nu



o(U)(s) = o
2(u)(s') = 5'.

Dan is 0 = (8)€V(U) en o' = (5')€V(U). Wegens de commutativiteit

van het diagram

O, (x) 2lx), @'i(X)

| |

e(u) .
O (v) —= & (v)

kunnen we opmerken, dat de door o en o' geinduceerde elementen 5
g)’( in 6)'((}() gelijk zijn aan resp. @(x)(sx) en <I>(x)(s}'{), zodat o

<NN

Dus bestaat er een open omgeving V van x met VCU zodat gIV = g'

Dat wil zeggen::

Oftewel:
s | Vest |V

zodat er een open overdekking (Woc)a van V bestaat zodat
Va. s | V(\WO‘ =g! | Vnwa.

Kies nu o zodat eru . Dan volgt hieruit dat s, = s}'{, zodat ®(x) in-
jectief is. 0

Bewijs: (ii) @(x) is surjectief.
Kies gxe @'}'((x), en kies een open omgeving U van x zodat éx gelnduceerd
wordt door geO}'((U). Laat o een representant van o zijn in W(U), ge-

geven door

o = (Ei)ie IlI U’(Ui).

Omdat (Ui)i een open overdekking is van U is er een i

Dan geldt:

zodat xGUi .

0 0



waaruit weer volgt:

L}
all

CI>(X)((si ).)

OX X

als (s. ) het element in @ (x) is, dat geInduceerd wordt door s. .
1'% X 1

Opm: Zij (X,@’X) een preschoof van abelse groepen, en laat (X,e)'() de
schoof zijn, verkregen door verschoving van GX' Zij voorts (Y’eY) een

schoof van abelse groepen, en laat gegeven zijn een morphisme
(V,¥): (Y,e'Y)"‘* (X’@X)'
Dan bestaat er een unieke factorisatie van (y,¥), gegeven in het diagram

(¥,0,) Lt (X, GX)

\'\
(b,1) /(im)

(x,01)

waarin (id,?) het kanonieke morphisme is.

Bewijs: We zullen de constructie van II geven: Zij U een open deelver-

zameling van X, en laat ce @')'((U) gegeven zijn door

o = (si)ie l:[\T(Ui).

i
Kies bij elke Ei een representant s. € GX(Ui)' Beschouw
-1
L= . .)e o .

t, 0= ¥(U)(s;)@ O (v U )

voor elke i. Nu is (11)"1Ui)i een open overdekking van II)-1(U) en er geldt

-1 -1 _
t. | 97U 0 U, = ‘P(UiﬂUj)(si | Uint) =

-1 -1
= y(U.NU, . lu.nu.) =%, | . .
(u, J)(sJ | u; UJ) ts | v"u.ny U,
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(Ga na!), zodat het stelsel (ti)i een element t@iéTY(w—1U) induceert,

I wordt nu gedefinieerd door:
T(U)(0):= t.

Ga na dat deze definitie voldoet, en dat 1 uniek bepaald is.

Opm: Ga na dat we E?k ook hadden kunnen definiéren door de universele .
eigenschap van de vorige opmerking. (Uiteraard verkrijgen we zo geen
existentie bewijs).

Opm: Ga na dat het hiervoor beschreven proces van verschoving ook voor
andere preschoven opgaat (bijv: preschoven van verzeamelingen, ringen,
ete.).

Het voorgaande samenvattend kunnen we formuleren:

Propositie 4.13: Zij (X,CVX) een preschoof van abelse groepen (verzame-

lingen, ringen, etc.). Dan bestaat een &&nduidig be-

paalde schoof van abelse groepen (verzamelingen, ringen,

etc.) (X,f?k) met een kanoniek morphisme

zodat geldt:

(i) @ induceert isomorfismen tussen alle staken Cf%(x)

en GYX(X)

(ii) Als (Y,C?Y)-—+ (X,C?X) een morphisme is van pre-

schoven van abelse groepen (verzamelingen, ringen,

ete.), gg‘(Y,ny) is een schoof, dan bestaat er

een unieke factorisatie

(x,04) (1,9y)

(id,%) /
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. 1 H . .
Opgave 4.13a: Als (X,O’X) W (X,O’X) een morphisme is van schoven,
zodat ® de identiteit is en ® staaksgewijs een isomorfisme, dan is ¢

zelf een isomorfisme van schoven. (vgl. prop. 3.26).

We zullen nu tensorprodukten van o ,~modulen gaan invoeren:

4y

7iJ (X,O’X) een geringde ruimte, en zijn mX en ’le twee GX—mc.)dulen.

Definieer:

., ®e’x ﬂX)(U):= 7’VIX(U) ®@,X(U) ﬂX(U)

voor elke open deelverzameling U van X.

Noteer verder:

mx(m 0 7’IX(U)

voor de vrije abelse groep, voortgebracht door de elementen (ma, na)
uit ’m.X(U) x nX(U). De algemene vorm van een element uit deze groep
kunnen we aangeven met

<o

g eu(mu,na); e, =X, me€ mX(U), n € nX(U)'
zij P(U) de ondergroep van mX(U) 0 nX(U), voortgebracht door de ele-

menten van de gedaanten:

r~

(i) (m,n1+n2) - (m,n1) - (m,nz)

Ho

(i1) (m1+m2,n) - (m1 ,) = (mg,n)

(iii) (mr,n) - (m,rn)

120, € 'mX(U); n,n1,n26'nX(U); reS‘X(U)).
Omdat ‘mX en ’nX @'X—modulen zijn, hebben we, als V een open deelver-

(met m,m

zameling van U is, het commutatieve diagram

0 —> P(U) — M (v) 0 Ny (U) — M () 8 N (V) — o0
lrestr. restr.

0 — P(V) —> 'mX(v) 0 N (V) — M (v) ® 72X(v) — 0
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waarbij de restrictie-afbeeldingen worden gegeven door:

<o <0
Z au(ma,nq)k—+ Z eq(ma | v, n, | v).
a )

Wegens de C?X—moduul-struktuur van M, en ‘n& gaat onder deze restrictie

X
P(U) over in P(V). Hieruit volgt, dat we een morphisme van abelse groepen

m () e Ny (V) —5 m) e N, (V)

restr.

hebben, dat voorgaand diagram commutatief afmaakt. Op deze wijze hebben

we dus een preschoof
m(-) e N (-)
. (=) x
op X ingevoerd.

Opm: De staken van deze preschoof zijn van de vorm
mX(X) @Qfx(x) ﬂx(x)
als x een punt is van X.

Bewijs: We dienen in te zien dat als x vast gekozen is,

lim [M_(U) © N _(u)] = 1im M_(U) ® 1im MN_(U)
ﬁ}*[ X G (u) "x 1 =5 X Lin O, (V) = X
xel

In het algemeen kunnen we het volgende zeggen: Zijn

~

o
M, g M — Mg, a < B} gor

{Na,xpg:N———*N o < B}

o B 0,R€I

L

twee injectieve systemen van gbelse groepen over hetzelfde partieel ge-

ordende systeem I, terwijl I voldoet aan:

Va,peI Iyel. o<y en B<y.



Zij voorts

o]

{Ru’ M

Roc > RB’ a 4 B}a,BGI

een injectief systeem van ringen, eveneens over I. Laten verder voor

elke c €l zowel Ma als Na Ra-modulen zijn, terwijl steeds als o € B de

diagrammen
M x R Yerme N x g -Yerm. u
o
o o o o 0. o
X
g * Mg %g Vg * g Vg
MB * RB verm. MB NB X RB vern. NB

commuteren. Beschouw verder:

_ a o
Vis (M ®Ra N.» ¢g 8 ¥g,0 < S}a,sel

(met (fbg ® yp) (L my @ ny) =] 4g(m;) © wg(ni) ).

Dan is V eveneens een injectief systeem van abelse groepen over I. Be-

schouw nu:
M:= l_::tg Ma 3y R:= :_L%;g Ra'

M heeft als volgt op natuurlijke wijze de struktuur van een R-moduul:
Kies meM. Dan is er een a &I zodat m het beeld is van een element

mae Ma onder het kanonieke morphisme

o
¢ Ma-—-> M.

Kies r&R. Ook hierbij vinden we een B €I zodat ’HS(I'B) = r voor een

B

zeker element r SeR , als 1~ het kanonieke morphisme

B
B

m™: R —R

B

is. Kies nu ye€I zodat a < y en B < y. Dan is, als r i= ﬂs(rs) en

_,a
my.- ¢Y(ma) s
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Y Y
' (r ) =1 ; m ) = m.
( Y) 3 o ( Y)
We kunnen dan defini&ren:
RxM-—>M
Y
Jmod- . .
(r,m) o) (rY mY)

Het is eenvoudig na te gaan dat M zo een R-moduul is. Evenzo is N een

R-moduul. We hebben derhalve een tensorprodukt
M ®R N.
Er geldt:

M @R N = l%ﬁ Ma ®Ra Na

want, ten eerste kunnen we beschouwen de morphismen

eOL
Ma ®Ra Na————+ M ®R N

gedefinieerd met
<

8% ( g m, © ni):= ¢a(mi) ® u?(ni)

(waarbij ¢%: M, — M en p%: N, N de kanonieke morphismen zijn). De

diagrammen
Ma ®R Na o
[+ \
o o
X MB N
B
]
M ® N
R
B 8 B
commuteren.

Ten tweede, beschouw een abelse groep T tezamen met morphismen
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die z0 gekozen zijn dat de diagrammen

Ma @R Na ©
P ¢ \
o (o]
(bB @ ws / ’
\ B8
T
MB ®R8 NB s

commuteren. Ga na, dat er dan &&n morphisme
T: M ®R N—T

» . o .
te vinden is, waarover alle v 's factoriseren. Dus:

M ®R N = l::]L:}g Moc ®Ra Not'

In ons geval vinden we dus voor elke x. X:

1im [ (U) @ n ] =M (x) 8 M (x)
}gﬁn[x @’X(U) X ] % &, (x) x X

waarmee de staken van de preschoof m.(-) e n.(-) zijn bepaald.
X 8X(-) X
Opm: In het algemeen geldt niet dat 7nX<-) ®ny(_) 77X(—) een schoof is.

Tegenvoorbeeld: Zij X een verzameling, bestaande uit drie punten: a, b

en c. Definieer op X de volgende open verzamelingen:
A:= {a,b} 3 B:= {c,b} 3 C:={b}; X 3; &.

Zo wordt X een topologische ruimte. Op X definiéren we nu drie schoven:
O : een schoof van ringen
772,'7’1 : twee T-modulen

als volgt:
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8’(¢):=0 H 8(1\.): 9’(B)=G’(C)=G’(X)=Z
SM(p):=0 ;3 M) =M(c)=(x)=2; MB) =0
Ng):=03 MN(B) =7N(EC)=NEX)=2; N(A) =0.

Alle restricties zijn kanoniek.

& -modulen. We vinden:

i}
[

me) 89@5) 7 (8) 0 3 M(A) ®®(A) 7(a)

m(B) 8@'(]3) n (B)

i

1
BN

mx) 8 & (x) N(x) = 7.

Deze preschoof is echter geen schoof: Kies

0 # s€M(X) 8@(y) T (X)

We hebben de open overdekking X = AUB.
Omdat

M(A) ®6’(A) n (A) = M(B) @G_(B) ﬂ(B) = 0

moet gelden:

Waaruit met de le schoofeigenschap volgt: s = 0, tegenspraak.

*)

Ook zijn N en 7 op kanonieke manier

Bijv. voor M: M (X)— M (A) is de identiteit, alle andere restric-

ties zijn de nulafbeeldingen.
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Definitie 4.1k: Als (X,CYX) een geringde ruimte is, en 7nx en 71X zijn

twee ny-modulen, dan heet de schoof, genoteerd met

die verkregen wordt door de preschoof

(5, My() 0g () Myl-)

te verschoven, het tensorprodukt van an en 41X (over ny).

Opmerking 4.15: Als (X,ny) = Spec A en M,N zijn twee A-modulen, dan
geldt:

My QC?X Ny = (M8, Ny.

Bew: Ca na. {(Aanw: Als S een multiplicatieve deelverzameling is van de

ring A, dan geldt:

s M e sy = S_1(M 8, N). )

5 A

Opmerking 4.16: Als W, en 12X twee E{X-modulen zijn, dan is ook het

tensorprodukt

mx®&xnx

een Szx—moduul.

Bew: Deze G?X-moduul struktuur verkrijgen we als volgt: Beschouw voor

elke open deelverzameling U van X het morphisme:

r

O (0)  My(v) gy ) Ne(0) X 1 (0) & (12 (W)

X X U) -
4
<o <00
) ) ———s . .
(r, g s; ® tl) ; s, ® rt,




Deze morphismen geven het morphisme van preschoven:

B Olo) x M) g () LD o RCCIS
X X

Nu kan in het algemeen het volgende worden opgemerkt: Als (X,C?X) en

(x P ) twee preschoven zijn met een morphisme
Py P
1d,9®
(x,6,) it (x,9 )

en als (X,C?i) en (X,g)k) verkregen zijn, door C?X resp. QDX te ver-
schoven, dan kunnen we (id,®) samenstellen met het kanonieke morphisme

tussen (X,g) en (X,gv'), zodat we de situatie hebben:

X) X

(x,0,) L2 (x.9 )

kan.
(X,Q}'{)

Volgens prop. 4.13 kunnen we dit door compositie verkregen morphisme

tussen (X,g)k) en (X,éyx) uniek factoriseren door (X,C?i):
(x,0,) Ll x 9 )

kan. kan.

Het is direkt duidelijk dat het bovengenoemde movphisme (id,v(-)) op

deze wijze een morphisme

(X, O, (=) = (M, % N (-] [, % N (-]
X X

definieert, dat de C?X—moduul-struktuur op

’mx 89 ’I’lx
£ X

induceert.
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Opmerking: We hebben, als Wﬂx een anmwduul is, volgens voorgaande

opmerking de tensorprodukten

My G@X (M %’me) en (7y @&X My Q&me’

Door beide schoven in de staken te vergelijken ziet men, dat ze iso-

morf zijn. We kunnen dus schrijven:
X X
In het algemeen noteren we:

n
e M, :=M_ e cee 80 M
X X @’X @X X

L )
A g

n keer.

Zij (X,CVX) een geringde ruimte, en zijn ﬁﬂx en 7ZX twee C?i-modulen.

Beschouw een morphisme ven & X—modulen

(X;WQX) —

(x,71.).
(id,0) X

Voor elke tweetal open deelverzamelingen U en V van X met VCU hebben

we dan een disgram van abelse groepen .

0 .
0 — Ker %(U) — YLX(U) —iﬂrmx(u) ~—— Cok ®(U) —— 0
L |
|restr.- restr. restr. lrestr.,

l !
0 —> Ker ®(V) — "ZX(U) 2, ’mx(v) = Cok ®(V) — 0

zodat we twee preschoven van abelse groepen hebben:

(X,Ker ¢(~)) en (X,Cok &(-)).

(i) (X,Ker ®(-)) is een schoof.

Bew: Zij (Ui)i een open overdekking van U. Laat voor elke i een
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sie Ker Q(Ui) gegeven zijn, zodat voor elke i,j geldt:
s. | Ker o(U.NU,) =s. | Ker ¢(U.NU.).
i i 7] J i 7]

Omdet Ker @(U, )€ M, (U,) en Ker o(u, N Uj)cnx(uin Uj), volgt, daar
’}’ZX een schoof is, dat er een sc—:’nX(U) bestaat, zodat s | Ui =s., Vi.

Voorts geldt voor elke i:

@(Ui)(slUi) = 0.

Dus,
o(U)(s) | U, =0, ¥i.
Omdat mx een schoof is, volgt dan:
o(U)(s) = 0.

Dus s€ Ker ¢(U). (2e schoofeigenschap). De le schoofeigenschap volgt
direkt uit het feit dat Ker ¢(U)c M, (U).

(ii) In het algemeen geldt niet dat (X,Cok ¢(~)) een schoof is.

Voorbeeld: Kies X:= R, met de "gewone" topologie. Kier verder twee

verschillende punten P en @ op R. Definieer:

1) Als U een open samenhangende deelverzameling is van R, evenals V,

dan:

& (u):= 7.
Als U =U Ui de disjuncte vereniging is van zijn componenten dan:

Cw) =12

i
De restricties worden gegeven door:

o) =2z 7= o).

(Als U = @, dan O(U):= 0). &(-) is zo een schoof van ringen op X.

&
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2) N(=):= & (-), opgevat als & -moduul.
3) Definieer M(-) als volgt op X:

a) Als U een open, samenhangende verzameling is in R zodat P¢€ U en
Q¢ U, dan M(U):= 2.
b) Als U een open, samenhangende verzemeling is in R zodat P€U of

Q€eU, dan M(U):= 0.

¢) Als U een willekeurige open deelverzameling is in R dan kunnen
we U schrijven als een disjuncte vereniging van samenhangende

open componenten:

uU=00,.
. i
i

Definieer dan: M(U):= 1 M(Ui).
3 .

Ga na dat geldt:
(a) M (~) is een &(-)-moduul.

(B) Voor elke open deelverzameling U van R geldt: M(U)C N(U), en

deze injecties geven een morphisme van schoven.

(Aanwijzing: Als VU, en V en U zijn beide open en samenhangend, dan
hebben we de volgende drie gevallen:
r'

P& U, Q¢U

4 PEV, QeV

P&V, Q¢V en PEU of QEU.

De restricties zijn successievelijk:

r .
M) = z -2 z = M(v)

s M(u) m(v)

0——0

o X885 7 = ) (v).

m(u)
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Het is dan duidelijk hoe in het algemeen de restricties gedefinieerd
worden.,

De -moduul-struktuur verkrijgt men door te defini&ren:
O (u) x M(u) —--M().

Als U samenhangend is en P of Q€ U, dan wordt dit:

7% 0 kan, 0

ete., etec.
De tweede schoofeigenschap controleren we in het geval U = (Ui)i met
U samenhangend, evenals glle Ui's. Bovendien nemen we san dat P of QeU.
Zij sie’m(Ui) en laat
Vij. s, |u.nu, =s, |U.NnU..
1 1] J i 7]
Definieer:

U= U U. ;'W:: U U..
tils;=0y * {ils,#0} *

Dan volgt direkt dat Unw-= 8, Unvu # 0, en we krijgen:
U= (UNU)u(Wnu).

Dit is een disjuncte vereniging van twee open verzamelingen. Omdat U

samenhangend is, moet WANU = ¢, Dus: Vi. s; =0, ete).

Nu geldt: De preschoof

n(v)
( /}’IL(U))U open in R

is geen schoof. (Ga na wat de restricties zijn). Want kies U:= R,
Up:i= R \{P}, UQ:= R \{qQ}.

Dan geldt: U = UPLJU terwijl

Q’

Nn(u,)
P . 27 _
/WL(UP) - /O = 7,
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Evenzo:
n(u,) L Z,
Q mu ) = lo=12
Q
en
N(u,nu,) LB .
P Q m(UPnUQ) = /Z 0 ...-..-.-.........-( )
terwijl

nR) . 2,
/mm) * "o =12

Kies nu z,€ n(UP)/zm(UP) > 2g en(UQ)/m(UQ) 23, dat z; # Zqs (Opge-

vat als elementen van Z). Wegens () geldt:

N =0=3 u_nNu
2 | UpNUy =0 =2 | U,NU,

1 t e’fl(R)/ zou moeten bestaan zodat z | U_ = z
zodat er een element z M(R) b P
en z | UQ = ZQ’ wat zou betekenen dat Zp = ZQ (als elementen van Z),

tegenspraask. Dus aan de tweede schoofeigenschap is niet voldaan.

Opmerking 4.17. (Notatie-afspraak)

We hebben tot hiertoe consequent notaties gebruikt van het type
id, %
(X’%).—(_z—)—*(x’%x) l.ll“l'...‘..'.ll.(*)

Hierbij werkte het functori&le morphisme &(-) in omgekeerde richting:

o (U)
m, (u) ‘nX(U).

We zullen in het vervolg morphismen (»), waarbij de topologische af-

beelding de identiteit is, ook gaen noteren met:

@:71Xf——+7ﬂx.
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Wel blijft afgesproken dat, indien we de schoven aangeven met paren
(X,Tnx) en (X,qix), we de morphismen ook zullen noteren met paren (id,?)
op de tot nog toe gebruikelijke manier.

Definitie 4.18: Als we een morphisme van G?X—modulen
o an-——+ 41X

hebben, dan heet de schoof, verkregen door het ver-

schoven van de preschoof
(X,Cok o(-))

de cokern van &.

We zullen nu de opmerkingen over de cokern van een morphisme van schoven

generaliseren tot het geval van injectieve limieten.

Propositie 4.19: Zij I een parti8le geordende verzameling, en zij

{/ma; 0% ’ma — ’mB; o < B}

B a,eI

een injectief systeem van & -modulen. Dan is de familie

{1in M (U) | U open in X}
(=2} @

een preschoof, waarvan de staak in een punt x@X de vorm
heeft

J_J:._I_Il)_ ’m.a(X),

o€l

(Voor het bewijs, zie de appendix).

Opmerking 4.20: De preschoof {lim 4ﬂa(U)}U, zoals in propositie (4.19)

gegeven, is in het algemeen geen schoof. (Cf. de op-
merking over Cokernen. Een cokern is een injectieve

s s, .
limiet )). De door verschoving van deze preschoof te

verkrijgen schoof noteren we met

lin N .
o&l

) Zie appendix.
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Deze is de injectieve limiet van het stelsel {7%L} in
de categorie der é?x-modulen (Ga na). Volgens prop.
(4.19) en prop. (4.13) zijn de staken van deze schoof

gegeven door:

(1ig M )(x) = Lig (M (x)).
oel o€l

Gevolg h.21: Als {4na}a een familie C?X—modulen is, dan hebben we de

som

) m,.

a€T

. - > .
(De som is een injectieve limiet )). De staken van deze schoof zijn

van de vorm

LM

cel

Notatie 4.22: Als we de som nemen van |I| copiéen van een O -moduul

an dan schrijven we voor deze som vask

(1)
m..

Notatie 4.23: Als (X,& ) een geringde ruimte is, en‘7nf en 41 zijn

twee ¥ -modulen dan geven we de klasse van O -moduul-morphlsmen van

’mx naar 72 aan met:
HomCVX(an’71X>'

Opmerking 4.2L4: Als 7nX een Cfx—moduul is, dan is

Homé}X(C}X,an) = 7nX(X).

Deze (1~1)=-correspondentie verkrijgt men als volgt:

(1) 2zij 1y het eenheids-element van C?X(X). Definieer dan:

&

Zie appendix.
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Homfix(é7x,7ﬂx)'—“+ ”ZX(X)
q’*‘“‘"’@(X)“X) P €9

(ii) 2ij nu 0¢f7nX(X). Zij U een open deelverzameling van X. Definieer:

e (U): G’X(U) — mX(U)

o

s — s.(c|U),
Het is eenvoudig te controleren dat @0(-) hiermee een element is van
Hom q (CVX,?nX).
X
Definieer:
ongy (O, My) My (x)

d)g(—)*—-—-—-nlc B TR

Het isomorfisme tussen Hom e (C?X;7nx) en 7”X(X) wordt door () en (see)
X

gegeven. (Ga na).

Opmerking 4.25: Zij nu I een willekeurige index-verzameling, en z1ij

(X,G?X) een geringde ruimte. Beschouw de som
(1)
(?X .

Dan hebben we voor elke i€ I een kanoniek morphisme

h, (=)
(1)
GX e G'X

(waarbij CVX op de i€ component wordt gelegd). (Bedenk hierbij dat men

hi(—) hier definieert als een afbeelding naar de preschoof

) T ).

iel
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Men moet dan nog verschoven!). Er geldt dan:

Home 1), M) = 1 Home (O, M) = 1 7.(%).
Moy kUK g PO T g X

Met andere woorden: Er is een (1=1 )—correspondentie tussen de & X—moduul—

morphismen

(1) __,
O m,

en de families

ts; et

van elementen sie mX(X). Deze correspondentie wordt gegeven door:
Hom (@(I) m )= 1 M_(x)
& X X . X
X 1
o — {oon (X)(1,)}; o ¢

ekeerd, als {s.}. een e nt i
en, omgeke s itie leme 1s van

1 Mm,(x),
1 .

dan wordt de hiermee corresponderende ¢ gegeven door:
2(v): @) — 1 m, (x)
X i

welke geInduceerd wordt door het morphisme van preschoven

o~

21 (U): [ Oy (u) = M ()

iel
A <o <o
) a.— ) a..(s.|U)
jer * ier t *

(aie @'X(U)).



)‘L 043'3

Terminologie 4.26: Zij (X’JQX) een schoof (van verzamelingen, abelse

groepen, ringen, o.i.d.)

(i) Een element
seng(U)

heet een "snede van P over U".

L4

(ii) Een element

sefﬁx(x)

heet ook een "globale snede van 93X".

Beschouw nu een geringde ruimte (X,e’x) en daarbij een G'X-moduul ,”LX

Zij verder {si} een familie van globale sneden van mX; dan indu-

ieT
ceert deze familie een ¢ X-moduul—morphisme

. @ (1)
o gx — mxa

Als x&X, dan hebben we het door ¢ geInduceerde staak-morphisme
o(x): O3 (x) — M ().

Definitie L4.27: ’mX heet voortgebracht door de familie globale sneden

tsidigr

phisme is.

als voor elke x€X ¢(x) een surjectief mor-

(Anders gezegd: Als voor elke xeX het @'X(x)—moduul
'm,x(x) wordt voortgebracht door de familie

{(s.)

i x}ie I

waarbi] (si)X het door s, geInduceerde element is van

mx(x).)

Definitie 4.28: Als (X,@’X) een geringde ruimte is, en mX is een @'X-

moduul, dan heet WLX voortgebracht door zijn globale
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sneden als mX wordt voortgebracht door de familie
{s|s €M (x)}.

Opmerking 4.29: mX is voortgebracht door zijn globale sneden als er

een index-verzameling I bestaat, benevens een morphisme van & X—modulen

(1) ,
@:O’X —>’m.x

waarbij ¢ in de staken surjectief is.

Opmerking 4.30: Er bestaat een & x-moduul lm’X’ tezamen met een punt

xOSX, zodat, voor elke open omgeving U van Xgs mX IU niet wordt voort-

gebracht door zijn globale sneden:

Voorbeeld:
Kies X:= R (met de "gewone topologie") en xyi= 0. Zij U een open deel-
verzameling van R, en schrijf U als disjuncte vereniging van zijn com-
ponenten:
U = U U L]
iel
Definieer:

X ier X
© -

x(Ug):= 2

We hebben zo een schoof van ringen @'X. Definieer ook:
M (U):= 1 (u.)
mx iel '77lx .
. )= evu,.

’17ZX(U1) 0 als x €U,

Z als XO¢Ui .

We kunnen dan op kanonieke manier MX tot een & X—moduul meken. (Ga na).
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Beschouw nu

m.|u

x|
waarbij U een samenhangende omgeving is van Xy Dan is "mX(U) = 0, dus

is de enige globale snede van ’m.XIU het nulelement.

Echter, kies x, # Xy> X, €U, Dan is ('mX]U)(x1) = Z, en dus kan
('mXIU)(x1) nooit worden voortgebracht door de elementen uit (mX]U)(x1),

die geInduceerd worden door globale sneden.

Definitie 4.31: Zij (X,@X) een geringde ruimte, en zij ‘m.x een &X-

moduul.

mx heet quasi-coherent als er bij elk punt x€X een
open omgeving U van x bestaat, en een exakte rij van

(V4 X—modulen

@,XIU(I) _ @X,U(J) —_ mXIU —_— 0

@

(Opmerking hierbij: Een rij van @'X—modulen
1 ey > n
mX mX mX
heet exakt (in ‘mx) als voor elke xe¢ X de rij van staken in x
o 1 "
My(x) — M (x) — M(x)

welke door bovenstaande rij wordt geinduceerd, eeen exakte rij is van
@'X( x)-modulen.
Merk op dat dit in definitie (4.31) samenvalt met het feit dat ’mX]U

de cokern is van het betreffende morphisme
(1) ()
G lut™ — S A

(Ga na, zie de constructie van de cokern).
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Triviale voorbeelden:

(i) @ X is een quasi-coherent G’X-—moduul.

(ii) Als me een quasi-coherent G'X-moduul is, dan ook elke som
(1)

Opmerking 4.32: Zij (X,@’X) een geringde ruimte, en zij ’mx een G’X_

moduul.
Beschouw twee open deelverzamelingen U en V van X zodat V€U, Dan is

mx(U) een @'X(U)—moduul, en wegens de restrictie
6 () — O (V)

is @’X(V) een Q'X(U)—algebra. We hebben dan een @'X(V)-moduul-morphisme

~

M. (v) ®C9X(U) O (V) = M (v)

= <co <o
g m, ® rit—-—-—-rg ri.(miIV)

/
(Ga na). Als verder WCVCU, dan commuteert bovendien het diagram

Meto) o (5) ST) =2 Mot
id 8 restr. restr, ceseresaenae(l)
m (v) °s (u) Oy (w) == M, (w)
(Ga na).

Stelling 4.33: (Mumford, [M], pag. 272, Th. 3)

Zij (X,@'X) een preschema, en zij ’h’LX een OX—moduul.

Dan zijn de volgende Vier uitspraken aequivalent:

(1)  Yoor elke affiene open deelverzameling U van X is

‘ M lu = 0
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voor een zeker & (U)-moduul M.

(ii) Er bestaat een open affiene overdekking (Ui)i van

X zodat voor elke i geldt:

“

My lu; =

voor een zeker C?X(U.)-moduul M..
e e T ]

(iii) 7nx is guasi-coherent

(iv) Voor elk paar open affiene deelverzamelingen U en

V van X met VCU is het in opmerking (L4.32) gedefinieerde

morphisme van O (V)-modulen

M (u) 56 (v) O (V) — M (v)

een isomorfie,

Bewijs:

Voordat we de stelling bewijzen, maken we eerst een viertal opmerkingen:

Opmerking I: Zij M een R-moduul. Dan bestaan er index-verzamelingen I

en J zodat we een exakte rij

(1) (J)

R -—> R ——r M ——> 0

kunnen construeren.

Bew, Opm. I: Zij {ma}aé?J een stel voortbrengenden van M.,

Dan hebben we een exakte rij

0— K IV oy

waarbij a de kanonieke surjectie is en K de kern van o.
Zij {nB}BeI een stel voortbrengenden van K. We hebben dan weer een kano-

nieke surjectie

(1)

-_— K
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en dus een samenstelling

(7)

R(I)

De rij

(1) (7)

R > R > M 0

is dan exakt. (Vgl. de definitie van quasi-coherentie).

Opmerking II: Als M', M en M" drie R-modulen zijn, en als we een exakte

rij
M =%y By
hebben, dan is, als Spec(R) = (X,&X), de door deze rij geInduceerde

rij van @'X—modulen

~/ ~ Y
I SN fL

(Cf. Opm. 4.9) ook exakt.

Bew. Opm. II: Zi] xBe X. Beschouw het commutatieve diagram

i (x) r fi(x) —— H"(x)
" . a(x) " B(x) "
M! » M > M"

R *o R BP. R

Im(ocp_) = Ker(BR), want

m'y _ Bom' _ O _
(a) BROLP_('S—-)—T—-S--—O en
®) & (B =0 = [Ftdp. t8m) = 0] =

R

= [Jtep. 8(tm) = 0] =

&

= [at¢p3 n'eM'. tm = u(m')].
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Dus:

Gevolg: Opmerking III: 7Zij ¢: M — N een morphisme van R-modulen, en

zij Spee R = (X,C?X). Dit induceert een morphisme van G?X—modulen
g: ﬁ'—'.*ﬁc
Er geldt:

Cok ()
Ker(9).

(i) Cok($)

il

(ii)  Ker()

Bew. Opm, III: De rij

M—LN——»cOz:qa——-ro

is exakt. Dus ook de rij van CTX—modulen

~

ﬁiN—-»cgk\(ﬂ)——»o

. ~ N
is exakt. Dus Cok(¢) = Cok(¢). Analoog voor de kern.

Opmerking IV: Zijn M', M en M" drie R-modulen en zij Spec(R) = (X,f?x),

terwijl

~ ~
(PE-TUY I8

een exakte rij is van C7X-modulen.

Dan is ook

o B BE)

een exakte rij (van R-modulen).

Bew. Opm. IV: Merk allereerst op, dat &(X) op de wijze van Opm. 4.10

F3
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& induceert. (Dit ziet men als volgt: Beschouw het commutatieve diagram

o= i) 2EL M) = u
kan. lp}'{ px kan.
W= fr(x) XL ) = u
B D

(waarbij x = xReX). Dan geldt: Als

[ ~
e =M (x)
8 o)

dan:

H(x) () =

0l

LA E =

11, BN

c[E@eprm)] = 1. [0 8(X)(@)] =

-

/4]

- S(X)(m' )y _ &(X)(m")
__.[a1m]_ sm ,

waaruit volgt dat het door ¥(X) geInduceerde morphisme in de staken

overéénstemt met &, zodat beide morphismen gelijk zijn,)

(i) Im &(X)cKer B(X).
Want, kies m'@ M', en definieer
i:= {seR | s. [B(x).8(X)(m')] = 0}.

Dan is i een ideaal. Stel i # R. Dan is er een maximeal idesal mCR,
zodat icm. Echter:

i (x ) —— M(x ) ——— M (x )
n &'(xm) H}_ 'é'(xpz) xy.l.

is een exakte rij. Dus:

Blay) 0B )E) =0 (in ).
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Diwez.o:

3teR\m. tB(X)s(X)(m') = oO.

Dus teicm, tegenspraak. Dus i = R, zodat 1€i, waaruit volgt:
E(x)ed(x)(m') = 0.

(i1) Ker B(X)CIm &(X).

Want, kies meKer B(X). Beschouw het ideaal
j:= {teR | tmed(X)(M")}.

zij j # R. Dan is er een maximaal ideasl icm, Kies meX en beschouw

M! > M > MY,
m ~ m o m
= a(xg) B(XE) =
Dan is
pooovmy _ B(X)(m) _
Dus:

B - )@ - Hm)

t
voor ieder element -I;l—e M1;1' Dat wil zeggen:

Jtén. t[sm - (x)(m')] = o.
Dan:
tsm = a(X)(tm').

Dus tsej. Echter: s¢m, tém = st¢mn O, tegensprask. Dus j = R,
zodat me a(X)(M').

Bewijs van stelling 4.33:

We bewijzen: (iv) = (iii) == (ii)= (i) == (iv).
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Bew. (iv) = (iii): Kies x€X, en daarbi]j een open affiene omgeving

U van x. Noteer:

We kunnen dan een exakte rij van R-modulen

(7)

> R ,mxm-——»o N ¢~

vinden. (Cf. Opm. I). Nu is Spec (R) = (U,C?kIU), dus induceert de
exakte rij (2) een exakte rij van CVXIU-modulen.

(1) (3) At ‘
&XIU e @XIU —ém){(U)‘_*o ao-.toocaon(3)
(cf., Opm. II). Ook hebben we een kanoniek isomorfisme van CyXIU-modulen

N
M) == MU e ()

(want: kies D(a)cU (dus a©R). Dan geldt:

N
M) (p(a)) = M (v), = M (v) 8  r_=
=M (v) oo, () Tx0a) = M (D(a)).

Omdat het diagram 4.32 (1) commuteert hebben we voor iedere D(b)CD(a)

commutatieve diagrammen

NS
M. (v)(D(a)) —=— M (D(a))
restr. restr.

N
M (v)(D(0)) —=— M (D(b))

zodat - door overgang op projectieve limieten ~ voor elke open deelver-
zameling W van U geldt:

Y
O M(U) (n) = M (),

waaruit (4) volgt.)

&
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Dus volgt uit (3) dat we een exakte rij

(1) () __, _
Ot —— O Ju M, [u 0

hebben, waarmee (iii) bewezen is.

Bew. (iii) ==> (ii): We weten dat an een quasi-coherent f?X-moduul is.

We kunnen dan voor X een open overdekking (Ui)i vinden, en daarbij exakte
rijen
I.) (3,)
G v, —— O Ju. P — M_|Uu, —> 0.
X' X'

o,
1

Door eventueel deze overdekking op een geschikte manier te verfijnen

kunnen we bovendien veronderstellen dat elke Ui ook affien is, zeg:
(Ui,C?XIUi) = Spec(R, ).

Dan is weer:

(r.) (1) 7))

I, I. J. J.

Oplu, * =g, * ; G Ju, * =g *
i X' 1

zoals door controle in de staken gemakkelijk is te verifilren.

We hebben dus exakte rijen

NN

(1,) (7,)
R, © — R, -—»—?ﬂth — 0

o,
i

en dus moet an]U ~ als cokern van ¢l ~ van de vorm M zijn voor een

zeker'cr(Ll)—moduul M, . (Cf. Opm. III). Hiermee is (11) bewezen.

Bew., (ii) = (i): We hebben een open affiene overdekking (U ) van X,

zodat voor elke 1

~o/
My lv; =¥

voor een zeker &_(U.)-moduul M..
X1 1

&
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Als voor een open affiene deelverzameling U van X geldt dat
’VIZXIU = M

voor een zeker C?X(U)-moduul M, en als U = Spec R, dan is voor elke

a&R

Myio(a) =

zoals eenvoudig is te controleren. Derhalve kunnen we uit (ii) conclu-
deren dat er een basis {Ui}i voor de open topologie van X bestaat, zodat

de Ui's affien zijn, terwijl

"/
My lv; = u

voor een zeker O’X

meling van X, en noteer:

(Ui)-moduul Mi' Zij nu U een open affiene deelverza-

(Dus (U,CiXIU) = Spec R). Omdat U kompakt is kunnen we een eindige deel-
overdekking (Ui)i van U vinden, bestaande uit elementen van bovengenoemde
basis {U.}..

i’di
Elk van deze Ui's kunnen we weer eindig overdekken met kleinere open

affiene deelverzamelingen van het type
D(a)CU, a€R.

We hebben dan de situatie:

Spec R = U «— Ui = Spec Ri
Spec R, = D(a)

(voor een zekere ring Ri)’ Dit induceert een diagram van commutatieve

ringen

R
. Al
R

a

i

.—f....+R
f!
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Het is eenvoudig na te gaan dat, als a' = f(a),

Het ring-morphisme f induceert dan het indentieke morphisme
(D(a), @, [D(a)) «—— (p(a'),C|D(a"))
en dus:

Ry = (Ri)a' !

Beschouw nu het C’X(Ui)-moduul Mi' Wegens

R ———> R,
1
O’X(U) @X(Ui)

kunnen we Mi ook opvatten als een R-moduul. Noteer hiervoor: Mg in

plaats van Mi’ (De vermenigvuldiging wordt dan gegeven door:

r€R, meM, ; rom:= f(r).m )

Voorts geldt:

Mi!D(a') = (M),
Ve ™2

~0 o 0
MiID(a) = (M),

terwijl, omdat f de identificatie van C?XID(a) en G&JD(a‘) induceert,

(M(.)) = (M.) , .

i'a 1'a
Dus volgt:
7,
My|p(a) = (M) .
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We hebben nu gevonden, dat we U kunnen overdekken met open deelverzame-

lingen D(ai), a; €R zodat

7nX|D(ai) = N,

voor zekere Ra ~modulen Ni.
i
Beschouw nu twee open deelverzamelingen U en V van X zodat UDV.

Begschouw hierbij de volgende exakte rij:

o—-»’mX — n ’m (vnD(a ))—> I m (VnD(a )nD(a ))

i,d

) oy {oV]D(ai)}i

{o ) — {ciID(aiaj) - o, lD(aiaj)}i,j

en definieer als volgt voor elke i en elk paar (i,j) schoven ’mj en

EYS
. . op U:
"ml,J P

’m;‘(v):= Wg((vnn(ai))

”m*h] = My (VO D(a, )D(a;)).

(Ga na dat zo inderdaad schoven verkregen worden). We hebben dan een

exakte rij van schoven op U:

o———r’mxlu——+nm ——->lnj’m Ny I €3

Nu is I ’m: van de vorm ﬁ voor een zeker R-moduul M. (Want:
i

M;(v) = My(vND(a,)) =

(M [D(e;))(VOD(a,)) = F, (D(a,)NV),

Ll ~ . .
dus elke mi is van de vorm Ni’ waarbi] Ni een zeker Ra -moduul is, etec,
. R i
Wegens het kanonieke morphisme

&
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R..—..}R
8.
1

kunnen we Ni ook opvatten als een R-moduul. We gchrijven dan Ng in

plaats van Ni. Dan is:

o~

m. - N(l.)

i
als G?XIU-moduul, en bij gevolg:
. %
mAM e TN

i i

zoals gemakkelijk is ha te gaan.)

Ansloog is 7ﬂ:-j van de vorm M voor een zeker R-moduul M.
2

We kunnen voor (5) dus ook schrijven

0 ——¢-¢nX]U — M, — M.

Volgens opm. III is dan ook 7nX|U van de vorm M voor een zeker R-moduul

M, zodat (i) bewezen is.

Bew. (i) = (iv): Kies twee open deelverzamelingen U en V van X, beide
affien, zodat VQU. Zij U = Spec R, V = Spec S en laat

Mmylu =

voor een zeker C?X(U)-moduul M.

We hebben voor M een exakte rij

(1) (J)

R —> R -~ M— 0

.....I.‘........‘l..."(6)
(Cf. Opm. I). Deze rij induceert de exakte rij van CZXTU—modulen
(1) (7)
O vt — Oylu — M, Ju — o.

Pagsen we restrictie toe tot V, dan vinden we een exakte rij

&

@‘X]V(I)-——-—* @’X]v‘(J)———+ M, |v — o.



L. h8

Nu is anIV = N voor een zeker G?X(V)-moduul N.

Dus:

G’XIV(I)—-—-) G'XIV(J)-——>§J’—-—> 0
oftewel:

t ~—~

s I) R S(J) > N > 0.

Dit induceert volgens opm. IV de exakte rij van S-modulen

s sy,
Ook volgt uit (6):
R g 5— g9

R ®R S — M @R S— 0

is een exakte rij van S-modulen. Dus:

(J)

M 8R S— 0

is exakt. Hieruit volgt dat M @R S en N, als cokernen van eenzelfde

morphisme
(D __, &9)
isomorf zijn:
N=M ®R S,
Dus:
N(v) = () °e (v) O (V)
oftewel:

M (v) « M (v) ° (v) G )

waarmee (iv) bewezen is.

&
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Definitie 4.34: Zij (X,G’X) een geringde ruimte, en zij mx een O'X-
' moduul.

’mX heet van eindig type als voor elke x€X er een open

omgeving U van x bestaat, zodat ’mXIU voortgebracht

wordt door een eindige familie globale sneden.

Opmerking 4.35: 'mx is een G'X-moduul van eindig type dan en slechts

dan als er voor iedere x€X een open omgeving U van x

bestaat en een exakt rijtje van de vorm

n
(GXlU) Tmb{lU_*O -oono-ouottao.t(*)
Bew: We hebben een isomorfisme
0 n
Homg, |y [(G’XIU) M, U] == a M (V)
X i=1
Laat met het morphisme ¢ in (%) corresponderen het element
0 n
€ .

Dat wil zeggen:

g

h,
O lv — (@’Xlu)n——q’» m Ju

1U: > s (i = 1,000,n),

~

Kies yeU, en kies oye’mx(y'). We hebben dan een commutatief diagram

O (v) 2(U)*n (0] My ()

U U

py py
o(y)eh, (y)

G, () . (7

wearbij @(y) surjectief is. (Omdat () exakt is).

Ea
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Dus is er een element

I
e b o
l:

zodat
oy)((0;);) = o
Dit wil zeggen:

n
<I>(y)(ig1 b, (y) (o)) = o, -

Hieruit volgt:

n
o, = é(y)(iz1 ci.Ebi(y)(1yX]) =
3 U
= iz1 ci.[é(y)Ohi(y)°py(1UX1 =

< U
121 oi.]:py°¢(U)°hi(U)(1U)]

n
U
) ose P (si) .
i=1 y
Met andere woorden: 7nx(y) wordt voortgebracht door de familie
U n
{py(si)}i=1

waarbi j {si}i een eindige familie globale sneden is van 7ﬂX]U. Dus is,
indien een exakt rijtje () bestaat, an een ny-moduul van eindig

type.

Omgekeerd, zij nu gegeven dat 7nX van eindig type is. Kies x en U zoals
in de definitie en laat 7nXIU voortgebracht zijn door de familie globale
sneden

{s.12

171=1

Met®deze familie correspondeert weer een fyi]U-moduul—morphisme
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Y (O, )" — M, v

‘gegeven door ~ als VCU, V open -

a U
o(V)((t,),):= 2 toeoy(s;).

1=1

Nu is de rij

(ErXIU)n'—5+'4nX|U-——* 0

exakt als ¢ in de staken surjectief is. Kies yeU. /”g{(y) wordt voort-

gebracht door de familie
U n
{py(si)}i=1

Dus, als oy§27nx(y), hebben we een som

Q
[}

n
12-1 r,. [pg(si)] (r.@ & (y)).

Dus:

o(y)((x,).)

y i'i

9]

wasrmee de surjectiviteit gevonden is.

Opmerking 4.36: (i) Elke quotient-schoof van een Cyk-moduul van eindig

type is weer van eindig type.

(ii) Als 7nx een C}X-moduul is van eindig type, dan ook

elke eindige som
n
1My
i=1
en elk eindig tensorprodukt

o 1,

(Ga na).
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Opmerking 4,37: Zij mx eenvgx-moduul van eindig type. Zij x€X, en
zij U een open omgeving van x. Als nu {'Si}?=1 een

femilie van sneden van mx is over U, zodat

(o (35 )Yy

mx(x) voortbrengt, dan bestaat er een open omgeving

V van x met VCU zodat voor elke yeV het stel

n

U
{py(si)}i=1

mx( ¥) voortbrengt.

Bew: Kies een open omgeving W van x zodat we een eindig stel globale
sneden {ti}?=1 van ‘mX]W hebben, zodat voor elke yew 'mx(y) wordt

voortgebracht door het stel
v m
{py(ti)}i=1
Ook wordt 'mx(x) voortgebracht door het stelsel
U n
o (s},

zodat geldt:

U .
1 I‘ijODX(Sj) (l - 1,...,111)

Il o~

W =
o (t;) =
d
(Hierbij rijeax(x) voor elke i en j). Omdat we eindig veel elementen
rij hebben, kunnen we binnen UNW een open omgeving V van x vinden, en

elementen
?
riJ.e (4 X(v)

zodat
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Kies nu yeV. Dan wordt ’mx(y) voortgebracht door

W m
{py(ti)}iﬂ

dus door
n
v U m
{ p (r!.).p (s.)7.
521 y(.la) y( J) i=1
dus door
U n
{p (s.)}.
py( J) 3=1

Opmerking 4,38: Zij X een kompakte ruimte met een schoof van ringen @'X.

zij ‘mx een G'X-moduul van eindig type.
Als mX wordt wvoortgebracht door zijn globale sneden,
dan wordt ’mx al voortgebracht door een eindige familie

globale sneden.

Bew: Kies x€X. Kies een open omgeving U van x en een eindig aantal

globale sneden van ’mx U, zeg
{81 sees ,sm}

zodet

x i’ i=1

een stel voortbrengenden:is .'voor'mx(x) .
Ook wordt 'mx(x) voortgebracht door een familie

U
{px(‘cj )},j e
waarbij {tj }jeJ een stel globale sneden is van mx. We hebben dus sommen
<o
U _ X .
px(si) = z rijfpx(tj.) (i =1,.00.,m)
g i i

met Ts e(?x(x). Hieruit volgt dat het eindige stelsel
i

&
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1

7nx(x) voortbrengt. We hebben dus gevonden: Bij elk punt x&€X bestaat

een open omgeving U van x en een eindig stelsel
{t|u}

(waarbij de t's globale sneden zijn van 4nX> zodat 4nx(x) door het
stelsel

{pa(t))

wordt voortgebracht. We kunnen dan volgens de vorige opmerking een open
omgeving V van x vinden zodat voor elke y&€V geldt: 4ﬂx(y) wordt voort-
gebracht door het stelsel

X
{oy(t)}.

Kies nu bij iedere x€X zo'n omgeving V. We krijgen dan een open over-

dekking van X, en we hebben een eindige deeloverdekking
(V.] g 00 ’Vk,).
Voor elke ao&€{1,...,k} vinden we een eindig stelsel
X (o)
oy (£)}
zodat voor elke ye v, 'mx(y) wordt voortgebracht door

{p;((t)}(a)-

)

geeft dan een eindige familie globalé sneden van 1WX die 7”X voortbrengt.

Kies nu voor elke o het stelsel {t}(a . De vereniging van deze stelsels

Opgave: Een ny-moduul an van eindig type is niet noodzakelijk quasi-
coherent. (Zie bijv. A. Grothendieck [b] Chap. 0 §5.2).
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Definitie 4.39: Zij (X,C?X) een geringde ruimte, en zij 4nX een C}X-
moduul. -
7nX heet coherent als geldt:

(i) 7nX is van eindig type

(ii) Voor elke open deelverzameling U van X en door elk
natuurlijk getal n > 0 en voor elk CZXIU-moduul-

morphisme
ws (O g [U)P—s M, Ju

is de kern van u van eindig type.

Opmerking: Merk op dat beide condities in bovenstaande definitie van

locale aard zijn!

Definitie L.40: Zij (X,E}X) een geringde ruimte, en zij 7nx een é9X—

moduul.

”QX heeft een eindige presentatie als er voor elke x€X

een open omgeving U bestaat, zodat 7nX[U isomorf is met

de cokern van een morphisme van C?XIU—modulen
(O [0)P — (O [v)2

waarbij p en q positieve natuurlijke getallen zijn.

Triviale opmerking: Als 7nX een C%X-moduul is met een eindige presen-

tatie, dan is 7nX quasi-coherent en van eindig type.

Opmerking L4,41: Als 7nx een coherent cy;—moduul is, dan heeft 7”X een
eindige presentatie.

Bew: ‘mx is van eindig type. We kunnen dus bij elk punt x€X een open

omgeving U van x vinden, alsmede een exakt rijtje van de vorm

(O |0)P — M v — o,
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Vul dit rijtje aan tot de exakte rij
0 — K — (O |0)P — M |u — o.

‘Dan is - omdat mX coherent is - ock K van eindig type: We hebben een

open omgeving V van x (met VCU) en een exakt rijtje
(O 4N — kv — 0.

Dan hebben we de samenstelling

(O’le)q——> K[V — (O, ]0)®P|v.

Nu is (@’X]U)PIV = (@’X]V)p, zodat we een exekte rij
P__ S

(O V)T — (G4 ]V) m.|v 0

vinden, waaruit volgt dat me een eindige presentatie heeft,

Opmerking L.42: Niet elk _Q_X—moduul met eindige presentatie is coherent.

CX 5% p00e]
= so0 | = 1’ 2’
lrpogs -] | /X?,x X oK Xopuns)

t iR ec S S

Voorbeeld: Kies

j=¢}
1

Definieer: (X,O’X):= Spec R. Kies 'ng(:= G’X (als @'X-moduul). Dan heeft
‘mX uiteraard een eindige presentatie. Beschouw voorts het R-moduul-

morphisme

G[xp...]—?—r d![__x1,...]

1—r x

1 -

o

Dan is K:= Ker ¢ = (x1,x2,...), en we hebben een exakte rij

0— K- r—% R
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Deze rij induceert de exakte rij
o—it Lo tom,

Nu is K = Ker ? niet van eindig type, want stel wel:

Kies x€X en bij x een open omgeving U en een exakte rij
(O [0)* — K|v — o.

Door eventueel U te verkleinen kunnen we sannemen dat er een a &R be-

staat, zodat U = D(a), zodat we een exakte rij hebben:
(&XID(a))n — K|D(a) — 0.

Dit induceert een exskte rij van Ra-modulen

R __x o
a a

(a # x,, want x, is nilpotent, dus D(x1) = §§, tegensprask) waaruit
blijkt dat Ka een eindig voortgebracht Ra-moduul is. Neem aan dat het

stelsel

Ka voortbrengt. Er geldt: fie Ker ¢, zodat de constante term der fi's

nul is. We kunnen derhalve een NEN vinden, zodat

fie(x1,...,x.N) | (i = 1,004,t),
Dan ook:

I

7€(x1""’xN)a (i =1,e00,t)

Kies N zo groot dat a te schrijven is als een polynoom in C[x1,...,)cl\;l.
Dan volgt:

K = (x1""’XN)a
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oftewel:
(x1 "")a. = (x1 seee ’xN)a'

Kies M > N. Dan geldt:

M
-5 € (x1,... ,xN)a.

Dat wil zeggen: We kunnen een polynoom feC[x1 ,...,xN] vinden en een

ne N, zodat
aan o f(x.l,o..’}cN) = 0-
Dus:
’ 2
- e
a(x1,...,xN)an (X500 Xpp) €(XT,X K psen).

Dus is va(X1,...,XN)€X1.C[X1,...] , zodat a - als element van R - nil-
potent is, zodat D(a) = @; tegensprask, omdat x€D(a).

Opmerking 4.43: Elk sub-moduul van eindig type van een coherent —Q-X:-

moduul is coherent.

Bewijs: Zi] mX een coherent & X—moduul en zij ﬂX een sub-moduul van
ﬂlx van eindig type. Kies een open deelverzameling U van X, en zij

n > 0, Beschouw een exakte ri]
e}
0— Kk — (C|U) g ﬂxlU.
Dit induceert:

0 —> K —> (6’X1U)n‘%-*m lu

X

als ¥ de kanonieke injectie ﬂX]U —r ’mX]U is. Omdat ’”ZXIU coherent is,

is K van eindig type. Dus ’flx is coherent.

Propositie 4.hh: (Cf. J.-P. Serre [FAC] 13, Th.1)

zij (X,@’X) een geringde ruimte, en zijn M, m,
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drie Q'_ X-—modulen. Laat verder gegeven zijn een exakte

rij

0 — M — M — MW" — o.
o B

Als twee van deze drie _Q’_ L —modulen coherent zijn, dan

is de derde het ook.

Bewijs (i): Stel: M en M" zijn coherent.

Dan is Ml van eindig type, zodat er bij elke x€X een open omgeving U

van x bestaat, en een exakt rijtje van de vorm

P___, N
(@X]U) 7 m|u 0.

Als
Miv—— M"|u
By

het door B geinduceerde morphisme is, kunnen we de exakte rij

0— N - (@, |U)P —— |y
U XU X] BUoYU l

beschouwen. Omdat M'" coherent is, is ’flU van eindig type. (Als G'XIU-,

moduul).

Beschouw nu het diagram

0 — N, - (& [0)P — M|y — o
Yu

0—>m|‘Uv-—-—+ mIU —_— M'IU—-—r 0
%y By

0
Omdat ’ﬁU van eindig type is, is ook yUoAU(’)’lU) van eindig type ) , en

&
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= als sub-moduul van het coherente moduul 7”|U -~ volgens Opm. L4.43 dus
coherent.

Ock is eenvoudig na te gaan dat

m:'lu T YAy M)

zodat M'|U coherent is.
Omdat we dit voor elke x&€X en elke geschikte omgeving U van x kunnen
doen, en omdat coherentie een lokale eigenschap is, volgt hieruit dat

M' coherent is.

* .. ) .. . .
) zijn M en N twee G?k-modulen bij een geringde ruimte (X,C%X)

en zij
m - n
een morphisme van éfx—modulen. Dan definiéren we

(M) := Ker(Cok ¢).

Bewijs (ii): Stel: Mt en M 2iin coherent.

M is ven eindig type, dus M" is van eindig type. We moeten dus nog
bewijzen dat voor elke open deelverzameling U van X en elk exakt rijtje

van de vorm
0 — K — (& |U)P— M"[u

geldt, dat K een E?XIU-moduul van eindig type is.

Beschouw nu een morphisme
2; (O 4 |U)P — " U,
Dit wordt bepaald door een stel elementen
5 1seee 58, € M'(U).

Kies x€U. We hebben dan de elementen
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b)) s a0y (s )EM" ().

Wegens de exaktheid van de rij

0 > M m > "0
kunnen we dan een open omgeving U' van x binnen U vinden, en elementen

81500 ,sée’n’l(U')
zodat

B(x)opy (s1) = o2(s;) A (i=1,....p)

Beschouw nu voor een willekeurige i€{1,...p} de elementen s; en
B(U')(Si)' Dan geldt:

U! ' T ut, v _ U
P, °B(U')(s}) = B(x)ep_ (s) =p_(s,)
zodat er een omgeving U" van x binnen U' bestaat, zodat
' ' - ",
0(0) () [U" = 5, [U

Omdat we slechts eindig veel indices i hebben geldt derhalve:

Er is een open omgeving V van x binnen U! zodat geldt:
U, ,v_ U .

omdat M van eindig type is, kunnen we een omgeving W ven x vinden met

WCV, en een stel elementen
n1,...,nq€37n'(W)
zodat voor elke y&W  M'(y) voortgebracht wordt door het stelsel

W W
{py(n1),...,py(nq)}.

(Cf. Opm. L4.37). Beschouw nu de exakte rij
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0 — K — (G’XIU)p — M"|u

Voor elke y&W geldt dan:

U
(f1,...,fp)€K(y) = 121 fi.[py(si)] = 0 =

== 5_21 fi.[pzopg(si)] = Q) &=
= § f..fﬁVpB(V)OpU,(s!)] = 0 <=>
s 1TV vV Ui

= B(y)( E fi-pU'(s!))= 0 <>
i=1 yo 1

-

L f‘i-pg' (s})€In(aly)) =

1
— Tgeee® ). J el s = § g a6 (n,)) ()
1’ H q X i=1 i y i j=1 j y_ j eos o000
Nu bepaalt de familie
oy (8])seemnpy (82) 5 =a(W)(ny)seeesma(W)(n))}

een @ X | W-moduul-morphisme
(O [P = miw,
"Ook hebben we het kanonieke morphisme
(O [P — (O |W)P

en het commutatieve diagram

0 — K! lW __}.‘..; (&XIW)P‘Pq__‘y_) mlw

3 : lkan. lBW

0 — K|W — (@’X/].W)P 2 mw
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(Ga na), De betrekking () zegt nu precies, dat
(f1,...,fp)eK]W R 3(g1,...,gq). (f1,...,fp,'g1,...,gq)eK'|w.
Dat wil zeggen:
(f‘1,...,fp)€K]W = (f1,...,fp) @ Im((kan)ed).
Dus:
K|W = Im((kan)e)r).

Nu is TN coherent, dus A(K') is van eindig type, dus Im((kan)e)) is van
eindig type, dus KIW is van eindig type.

Omdat we dit voor elke x€U kunnen doen, volgt dat K van eindig type is
als @ XIU—moduul.

Bewijs (iii): stel: M en M" zijn coherent.

Kies x€X, en een open omgeving U van x zodat M'|U en M"|U worden
voortgebracht door families sneden Dysees ,nqe M (U), resp.
(s1 yo oo ,sp) €M"(U). Door U eventueel te verkleinen kunnen we bovendien

aannemen dat er sneden s;,...,sl')e’m(U) bestaan, zodat
B(U)(s}) = s, (i = 1,.00.,p)
De familie
{S."’ntn,s:é ; G(U)(n1)’n-n,a(U)(nq)} accocooa.cco'nnccc‘ouno(*)

brengt dan 'm-lU voort, zodat M een G'X—moduul is van eindig type. (Kies
nl. y&U, oye’m(y). Dan geldt:

B(y)(oy) em'(y),

zeg:
U
e = §orotsy)

(2.€ & (y); i = 1,44.,p). Beschouw nu
1 X
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' ]
T (=g = § f..6 (s1)€M(y).
g o T L Ty (sDEMG).

Dan is

B(y)(Ty) =

dus Tyéi?ﬂ'(y). Zeg:

-
]

521 éj-pgou(U)(nj) (gjeﬁx(y); 3= 1y000,0)
Dan:

g

Y=

u, U
§orelep) 4 521 g;-0U(a(0)(n,)

waaruit volgt dat de femilie (») M |U voortbrengt.
We moeten nu nog bewijzen, dat voor elke open deelverzameling U van X,

en voor elk exakt rijtje van de vorm
(r)
O_+K[J__—_> G’XIU _@.)'m]U .oco-ocoocooooooo(**')

KU,van eindig type is.
Beschouw nu dit rijtje (so¢). Dan wordt ¢ gegeven door een eindig stel

sneden
t.],ooo,trem(u)‘
Beschouw het exakte rijtje

0 — Kt — O o) 2 = Mo

(waarbij B, door 8 is geInduceerd) B2 wordt gegeven door: (als yeU)
Als (f1,...,f )669'( 1) dan

I
By)e o) (£ paeenfy) = By L 20y (ty) =

U
fk-py( BU(tk) )

i
Frn
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Met andere woorden: BUn® wordt bepaald door het stel

BU(t1),---,BU(tr)€m"(U)

(zoals in Opm. (4.25)). De stask in y van Kﬁ wordt gegeven door de

elementen
(f1,...,f})€?(0?x(y))r

waarvoor geldt:
r
u =
k_Z__1 £ epy (Bylty)) = 0.

Kies x vast. Omdat 7”" coherent is, is Kﬁ van eindig type. We kunnen
dus een open omgeving V van x binnen U vinden, alsmede een eindige

familie sneden boven V van KﬁIV, zeg
r 1 r 1 r
(f;,...,f1),(f2,...,f2),...,(fs,...,fs)

die KGIV voortbrengen. Noteer:

- i U
U ) £ (ti)es7n(v).

Dan:

i U

r
B(V)(uj) = i§+ fJ.pVB(U)(ti) = 0.

(Omdat (fé,...,fg)SK['J(V)). Dus, wegens de exsktheid van de rij
0— M %ML M — o
hebben we:

'ujea(v)(’m'(v)),

zeg:

u, = oc(V)(uj) (u&em'(v))
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Beschouw het exakte rijtje
0— K — (O, V) S M|y
waarbij ¥ bepaald wordt door het: stel
;u%n.méemWVL

Omdat ook M coherent is, kunnen we een omgeving W van x binnen V

kiezen, benevens een eindig stel sneden van KG(W), zeg
1 Sy 1 s 1 s
(g1"°'sg1)s(géa'°'382)a°":(gfs"'3gt)

die K§|W voortbrengen.

Beschouw nu de familie

k) . .
el
(L g (e50y
J k=1,000,%

(dit zijn sneden in (nylw)rt). Dan brengt deze familie KU]W VOOrt e s (3000¢)
Want, zij y€W, en zij (f1,...,fr)EKU(y). Dat wil zeggen:

E U
f-p (t )=0 ‘oncu.o-c-n-ctncncccooooonc‘(“)
op KTV
Dan volgt hieruit:

z U

By L e () =0

k=1
oftewel:
r

U =

Hieruit volgt dat (f1,...,fr)€§K6(y) dus: Er is een stel
g1 300 sgs egx(y) zodat

fom T g (1) (1= 1yeest) eerernneennenn(2)
- P I AR
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Nu geldt (1), dus volgt:

k§1 321 gJ-oy(fﬁ) P (t ) = o.

Of, wegens

z f .pv

S
v =
521 gj'py(ﬁj) =

Dit betekent dat (g1,...,g )éiKV(y , zodat de gJ's te schrijven zijn
als lineaire combinaties van de pw(gk) s. Dus kunnen we volgens (2) elke

fi schrijven als lineaire combinatie van de produkten
Ve iy W,
()0 (g2)
Py %3 Py 8

waaruit (seee) volgt.

Uit (see¢) volgt direkt dat KU van eindig type is. Dus is 7ﬂ coherent.

Gevolg 4.45: Elke eindige som van coherente G?X-modulen is weer coherent.
(Ga na).

Propositie 4.46: (€f. J.-P. Serre, [FAC|, 13, Th.2)

zij (X,&,) een geringde ruimte, en zijn M en 7 twee
4axd X ngae £n ziJn 241 ~Wee

coherente gzx-modulen. Zij
¢ 401——%-71

een gzk-moduul—morphisme. Dan zijn Ker(¢), Cok(¢), Im(¢)

ook coherent.

Bewijs: M is coherent, Im(¢) is van eindig type en omdat M ook ccherent

is, is Im(¢) coherent. We hebben een exskte rij

0 — Ker(¢) — M — In(¢) — 0
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waarbij M en Im(¢) coherent zijﬁ. Dus is Ker(¢) coherent. Ook is -

wegens

Im(¢) = CoIm(¢)
(Ga na) - de rij

0 — Im(¢) — N — Cok(¢) — 0

exakt, zodat ook Cok(¢) coherent is.

Opmerking 4.47: Als M en N twee coherente deelschoven zijn van een

coherente schoof $¢ van modulen, dan zijn ook de schoven M+MN en MNN

(Ga na hoe men deze definieert) coherent.

Bew: M+N is een deelschoof van % van eindig type, dus coherent. Ook

is de ri]

0 — MM — M ’)%,,,m — 0
exakt en, wegens de exaktheid van de rij

Q ——> /n, —_— ﬁ _— ﬁ/n ——>

volgt dat ?’7"’)’), coherent is. Nu is ’”7,/71_ AM ven eindig type, en boven-

dien
c Y vl
Mham S P

zodat ook ’m/n nm coherent is, waaruit de coherentie van miom volgt.

Opmerking L4.48: Als (X,&X) een geringde ruimte is, en M en N zijn

goherente ( -modulen, dan is ook @7l coherent.

Bewijs: M is coherent, dus kunnen we voor elke x€X een open omgeving

U van x vinden, alsmede een exakt rijtje

(G0t — (04 0)P — My — o.
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Nu geldt wegens de rechts-exaktheid van het tensor-produkt, dat we een

exgkt rijtje
GX[U(Q)@%IU’H]U — fou(p)@g},{]UnlU — (M®65(7’2)IU — 0

hebben. (Ga dit goed na!l)

Nu is
GECIU(Q)QG)’{]U"”U = (N ]U)(Q)
zodat we een exakte rij
(M) — (N |u)P— MeM)|u — o

hebben. Nu is ’n]U coherent, dus (7’I,IU)q is coherent. Omdat we de
coherentie lokaal kunnen controleren is hiermee ook (}ﬂ,@” coherent,

als cokern.

Propositie 4.49: Zij A een noetherse ring, en zij (X,@‘X) = Spec A.

Zij M een Qx—moduul. Dan zijn de volgende uitspraken
aequivalent.
(i) ImQ coherent.

(ii) M is quasi-coherent en van eindig type

(iii) Er is een A-moduul M van eindig type zodat M=~ .

Bew(i) == (ii): Als M coherent is, dan is M per definitie van eindig

type, en heeft een eindige presentatie. Met andere woorden: Voor elk

punt x&X bestaat er een open omgeving U en een exakte rij
(O [0)P — (@, |1)¢ — M|y — 0

zodat M quasi-coherent is,

Bew(ii) == (iii): Zij nu M van eindig type en quasi-coherent. Volgens
St..4,33(1) vestaat. er dan :een. A-moduul M zodat -
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We moeten nog bewijzen dat M van eindig type is. M is van eindig type.
Dus kunnen we bij elk punt x€X een open omgeving U vinden en een exakt

rijtje van de vorm
(G40 — Mu— o.

We kunnen, door eventueel te verfijnen, aannemen dat deze U's van de

vorm D(a) zijn (a€A). We hebben dan exaskte rijtjes
(A )P(a)'—'—"'M ~ 0 occo0tcocnonanooono.otocn.(*}
a a

(p(a)e€N). Nu vormen deze D(a)'s een open overdekking van X, en we

kunnen dus een eindige deeloverdekking kiezen:
D(a.1),...,D(an).

Uit (»¢) volgt dan, dat voor elke i€{1,...,n}, Ma wordt voortgebracht
door een eindig stel elementen, zeg: *

(i) f(J:')

f P
1 i
goecegy e M ®
1 1 &
Kies nu m&M. Dan geldt:
Ten , (i = 1,...,0).
i
Dus:
x 1 1 P. P
m _ i ¥i .
T— N. (1—1,...,1’1).
i
a.
i
Wat zeggen wil:
INeW. e o = r(l)f(l) + oeo + r(l)f(l)
1 1 1 P; P

voor zekere elementen rgl)eA. Omdat we eindig veel ai‘s hebben, kunnen

we N ‘onafhankelijk van de keuze van i kiezen. Nu volgt uit
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n
x=\V D(ai)
i=1

dat het ideaal, voortgebracht door yseees8 A zelf is, dus 1 bevat:

1l=r.a, + .o + 7.8 .
11 nn

We vinden dan:

- N(n+1)
m = (r1a.1 + see rnan) M.

Als we deze som uitschrijven, vinden we bij elke term een zekere index
i zodat ail factor is van die term. Met andere woorden: m is te schrijven

als

N
.(a. E4h),
1 sJ(aJ m (sJ )

=]
It
i~

J

Dus: M wordt voortgebracht door het eindige stelsel

(1)
{fj 1.

i=1,6e4,0
j=1,;..,pi.

Met andere woorden: M is van eindig type.

v . m"" .. .
Bew: (iii) == (i): We hebben nu: = M, waarbij M een A-moduul is van

eindig type. We hebben dus een exakte rij
AP — M — 0
en dus ook

@ﬁ—»’”l—ﬁo

zodat 7n.zeker van eindig type is. Kies nu een open deelverzameling U

van X. We moeten bewijzen dat voor elk exakt rijtje
O.——*K(J—-}(&XIU)P—-*MIU ccoc-olouo.nn-cooo(*)

KU van eindig type is. Omdat dit locaal gecontroleerd kan worden mogen
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we veronderstellen dat U = D(a), a@A. Het exakte rijtje () wordt dan:
(AP — 7
— —_— —
0 — &y a Mg

zodat ~ % met N = Ker((a )P — M ).
X 8 o

Als we kunnen bewijzen dat voor elk exakt rijtje

0 — K — (Aa)p—-—+M

K van eindig type is (als Aa—moduul) zijn we klaar.
Welnu: Aa is noethers en van eindig type, dus is K - als deelmoduul van

(Aé)? - ook van eindig type.

Definitie 4.50: Zij (X,ny) een geringde ruimte. Zij voorts A een schoof
van ringen op X, zodat voldaan is aan de volgende twee

eisen:

(i) Voor elke open deelverzameling U van X is er een

ring-morphisme
2(u): &, (U) — A(U).

(ii) Voor elk paar open deelverzamelingen U en V van X

met VCU commuteert het diagram

O (0) <5y R(U)

restr. restr.

& (V) =y A V)

‘Dan heet JQ een gzk—algebra.

Opmerking: Een ny—algebra is dus niets anders dan een morphisme van

geringde ruimten

(x,R)

(x,&.)
(id,9) X
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Definitie 4.51: Zij (X,@'X) een geringde ruimte. Laat bovendien voor
elke n€MN Gn een schoof van additieve subgroepen

van G’X zijn, zodat geldt:

-1 @

X nell n
terwijl bovendien voor iedere open deelverzameling UCX
geldt:

O, () x & (v) R €& ().

Dan heet GX een schoof van gegradeerde ringen. (De

kanonieke morphismen @;1—-)- G’X zijn de injecties

e'ncG’X).

Definitie 4.52: Zij (X,@X) een geringde ruimte. Zij voorts (X,JH) een

schoof van gegradeerde ringen met gradering

A= 7 4.

nelN

Laat verder op A een G'X—algebra-struktuur gegeven zijn

door een morphisme
o: & x — &

zodat bovendien voor elke open deelverzameling U van X
en elke SG@X(U) geldt:

@(u)(s)e&ow).

Dan heet ﬂ een gegradeerde 6’-algebra.

Definitie 4.53: Zij (X,.f ) een schoof van gegradeerde ringen met gra-

dering

s- 1 4.

nell



Opmerking 4.54:

h.Th

Zij M een A -modunl, terwijl bovendien (als som van

.schoven van abelse groepen)

Mm=7 m.

neZ

Als nu geldt voor elke open deelverzameling UCX dat
y Verm.
4 (U0) x M_(v) L=y 9 (0)

(nell, me€Z), dan heet 'm. een gegradeerd J-moduul.

Elke _Q’X-algebra A is op te vatten als een Q’X—moduul.

Definieer namelijk voor elke open deelverzameling U van
X

Orv) x & (v) — A)
(r,a) — E@(U)(r)].a

als ¢ de Q’X-algebra—struktuur is op A

Enkele opmerkingen: Als JQ = Z d@n een gegradeerde ¢ -algebra is, dan

X

kunnen we niet alleen «ﬂ:, mear ook elke homogene component ﬂvn opvatten

als een @'X-moduul. Evenzo is, als 4 een gegradeerde O’X-algebra is,

en M een gegradeerd A -moduul met gradering M = z 'mn', m, zowel als

elke mn op te vatten als een (9' X-moduul. Verder zij opgemerkt dat voor

elke x€X JA(x) een gegradeerde G'X(x)-algebra is.

~moduul mn gegeven. Definieer:

¢

X

M= ] M.

nez

Dan is m quasi-coherent dan en slechts dan als elke

mn quasi-coherent is.
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Bewijs: Kies noe Z. Voor elke open deelverzameling U van X hebben we

een morphisme

(u): m (v) — m_(u)
ctnO néz n mst n
L <o
Doy — %

en er geldt: Im(ozn (u)) = mn (U). We vinden zo een morphisme van pre-

schoven 0 0

(=): M _(-)— (<)
oLnO néz n nEE:Z mn

en, door verschoving, een morphisme van @’X-modulen

: m — .
uno néz n néz M,

Het is eenvoudig om in de staken te controleren dat

Im( ocno) = mno .

Neem nu aan dat m quasi-coherent is. Dan hebben we een morphisme van

(9’ X-modulen

o :M—M
n

0

tussen twee quasi-coherente modulen met Im(ocn ) = mn . Dan is ook
0 0
’mn quasi-coherent. (Kies namelijk een open affiene deelverzameling U
0
van X. Dan bestaat er volgens Sti: (4.33) een G’X(U)—moduul M zodat

Mlv = M.

Het door o geinduceerde morphisme
0

al
n
M= Muv—2 mlu =i
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induceert dan een @’X(U)-meduul-morphisme

:E‘n:M——>M
0

en het is direkt na te gaan dat-dan geldt:

A~ '
m(f ) = Im(a! ) = In(a_ )|U = m |u
%o 0 0 )

waarmee volgens 'St. (L.33) bewezen is dat ’”ln quasi-coherent is. Dat,
0
als elke mn quasi-coherent is, ook m quasi-coherent is, is triviaal.

Gevolg (i): Als A een gegradeerde @X-algebra is met gradering A = Zc)Qn,
dan is - als (X,GX) een preschema is - A quasi-coherent dan en slechts

dan als elke 'ﬁn quasi-coherent is.

Gevolg (ii): Als (X,G’X) een preschema is, en 4 is een gegradeerde
Gx—algebra, terwijl M een gegradeerd A -moduul is met gradering
Mm=7 mn, dan is M als G’X-moduul quasi-coherent dan en slechts dan
als elke ’mn als & X-moduul quasi-coherent is.

Opmerking L4.56: Zij (X,O’X) een preschema en A = ) /‘Sn een gegradeerde

G’X—algebra. Als 4 quasi-coherent is, en U is een open
affiene deelverzameling van X, dan is »J(U) een gegra-

deerde @’X(U)—algebra met gradering

L) =] & (u).
nell

Bew: Ga na.

Definitie 4.57: Zij (X,@'X) een geringde ruimte, en zijn Tl en M twee

¢

X-—modulen met een & X-moduul-morphisme

<I>:/n—-—>m.

’n heet een.sub—G’X—moduul van M als voor elke x€X

#(x) een inclusie is.
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Zij nu (X,G’X) een geringde ruimte, en zij 4 een &X—algebra. We kunnen

S dan op een kanonieke manier opvatten als een &X—moduul. zij M een

sub- &X
M(U) een sub- O’X(U)-moduul van 4 (U). Zij nu B (U) de sub-algebra van
A4 (U) die over @‘X(U) wordt voortgebracht door M(U). (De elementen van

B(U) zijn dus eindige sommen van termen van de vorm

-moduul van 4. Als U een open deelverzameling is van X, dan is

om m

N (ae@'X(U); miem(U)).

.,1 LN}

De femilie {B (U)]U open in X} vormt een preschoof. Zij ii' de door

verschoving hieruit verkregen schoof. Ga na dat B' een G’X-algebra is.

Definitie 4.58: B' heet de door m voortgebrachte sub- @Y-algebra van .

Opmerking 4.59: Zij A een _O:X-algebra en zij M een sub- G’X—moduul van

4. Laat voor elke x€X £ (x) voortgebracht zijn over
O'X(x) door M(x). Dan is 4 voortgebracht door .

Bew: Beschouw de preschoof {4 '(U)} waarbij .4'(U) de sub-algebra is van
4 (U), voortgebracht door M(U). Kies x€X en beschouw A'(x)C .S (x).
Kies 0 @ L(x). Zeg:
<o

- (i) (1) (i) m

o= Z 8.8, ees 8 (aie &X(x), Sj ell(x)).
i i
Omdat de verzameling {ai}iU{sgl)}i 3 eindig is, kunnen we een open
. :

omgeving U van x vinden, alsmede elementen al EO'X(U), tgl)em(U) die
8. Iresp. sg.l) induceren. D.w.z.: Oy wordt geinduceerd door een element
oUe/‘f'(U). Dus o € A (x). Dus is L' (x) = 4(x), zodat - omdat £ uit

4" te verkrijgen is door verschoving - 4 door M is voortgebracht.
We gaan nu het direkte en het inverse beeld van schoven invoeren.

Zij ¢: X —— Y een continue afbeelding van topologische ruimten, en
zij @’X een schoof, gedefinieerd op X. We construeren bij &X en Y

een schoof Lp_x_@’ , gedefinieerd op Y.

£
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Zij V een open deelverzameling van Y. Dan is w_1V een open deelverzame-

ling ven X, zodat we kunnen definiéren:
- -1
0,0, (V):= @ (7 V).

Als V' ook open is in Y, terwijl V'CV, dan definiéren we de restricties
als volgt:

-1 vy = 1
0, 05 (V) =G (™ V) O 6V = v, O, (V).

restr.

Ga na dat w*ﬁ?X zo een schoof is op Y.

Definitie 4.60: w*ﬁ?k heet het direkte beeld van C?& bij Y. .

Beschouw nogmaals de continue afbeelding y: X — Y. Laten nu CBH en C72
twee schoven zijn, gedefinieerd op X, en zij ¢: 6?1—-—+ C?é een morphisme
van de betreffende schoven. Als V een open deelverzameling is van Y,

dan kunnen we definiéren:

2= [y, O,(V) = 0'1<w"1V)'1—<——_,-'1—-;,92(¢'1V) =4, 0,(v)].
' ey V

Zo is een morphisme van schoven y 9: w*ﬁ71--+ w*ﬁyé verkregen. Met

andere woorden:

Opmerking 4.61: ¥, is een covariante functor.

Opmerking 4.62: Als y: X — Y een continue afbeelding is en

o Gh-——* 6?2 is een morphisme van op X gedefinieerde

schoven, dan zijn er voor elke xe X kanonieke morphismen

zodat het disgram
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{x)

8 .
0, 0, 0x) —— O (x)

8,8 (vx) 3(x)

- B,(x)
4,05 (hx) —— G (x)

commuteert.

Bewijs:

ﬁ'1:= {mp'1V | V open in ¥ en xew_1V}
is een deelfamilie van

@'2:= {U | U open in X en x@U}

zodat we een kanoniek morphisme (i = 1,2) hebben?

0, &, (4x) = Lin v, O,(V) = 1n @, (") — 1im & (v) = O (x)
1 191 1 'ﬁ; 1 #‘; 1 1

Noem dit morphisme 5i(x). De commutativiteit van het diagram is triviaal.

N.B.: Als U een open deelverzameling is van Y en ¢: U — Y is de kano-

nieke injectie, dan is voor elke xeU B6(x) een isomorfisme.

Opmerking 4.63: Als (y,¥): (X,@’X) — (Y,GY) een morphisme van schoven

is, dan is er een geinduceerd morphisme
\p*: &Y — \IJ_)(_@’X

terwijl voor elke x&X geldt:

'6-(x)°‘1‘*(1px) = ¥(x).

Bew: Kies V open in Y en definieer:

3

bT)i= [0 (1) gy Oy (671 = 4, O (v]].

De tweede bewering is triviaal.
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We definiéren nu het inverse beeld van een schoof.

Zij weer y: X —> Y een continue afbeelding van topologische ruimten,
en laat @’Y een op Y gedefinieerde schoof zijn. Kies een open deelver-

zameling U in X en noteer:
U(u):= tvey | Vv open en Ucw'1v}.

We hebben dan, met de restrictie afbeeldingen van (9Y, een gericht

systeem
O, ) | vel(u)}
en we kunnen definiéren:

VO (u):= 14 @ (V).
b 'velzl;(u H

Als U' nog een open deelverzameling is ven X en U'CU, dan is
Ww)e Y(U'), zodat we een kanoniek morphisme

10, U) = 1%1 O, (V) — 1;:(13'3 G, (V) = v O (u")

hebben. Op deze wijze hebben we restrictie-morphismen ingevoerd en is

@’GY een preschoof op X.

Definitie L4.6L4: De door verschoving van 1’17@’.! te verkrijgen schoof w*e’y
op X heet het inverse beeld van GY bij v

7Zij weer y: X —> Y een continue afbeelding, en zij ¢: @'1 s 6'2 een
morphisme van op Y gedefinieerde schoven. Als U een open deelverzameling

is van X, dan hebben we een morphisme

lim  o(V): 1lim 0'1(V)-—-—>lim O,(v)

Ve d(u) 0] ™)

omdat ¢ per definitie compatibel is met het nemen van restricties in

4 7 &n 0’2. We hebben dus een deoor & geinduceerd morphisme van preschoven,
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gegeven door

ve(u) = Véim _ 2(u): ¥O, (1) — 1@, (V).

(Dat P@(-) compatibel is met het nemen van restricties in $(?1 resp.
ﬁf@ 03 is direkt te verifiéren,) Verschoving geeft het morphisme van

schoven

Vo VIO, — 0,

Opmerking k4.65: w* is een covariante functor.

Opmerking 4.66: Als ¢y: X — Y een continue afbeelding is en

ol 0'1 — 6’2 is een morphisme van op Y gedefinieerde

schoven, dan zijn er voor elke x€X kanonieke morphismen

6, (x): q,*&i(x)-——» &i(wx) (i = 1,2)

zodat het diagram

VO (x) T O, (¥x)
vo(x) o (px)
VOLx) oy Optux)

2

commuteert. Bovendien zijn 6.(x) en 6,(x) bijectief.

Bewijs: Er geldt:

VO.(x) =70 (x) = Lim $@(U) = lim . lim  @.(V).
1 1 _XGJG 1 ‘:&U}E veu) *
U open U open

Dus als cxew*e’i(x), dan kunnen we een open omgeving U van x en een
ve€ WHU) vinden, alsmede een element e ¢ i(V) dat o induceert. Ook
geldt: yx €V, zodat T, een element T WXEO' i('tpx) induceert. Definieer:

L

ei(x)(cx):= T

Px

) BIBLIOTHEEK MATHEMATISCH  CENTRUM
AMSTERDAM
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Omdat voor elke open omgeving V van yx er een open omgeving U van x te
vinden is zodat V€T (U), is dit een bijectie. (Ga na). Uit de construc-

tie van ei(x) volgt direkt de commutativiteit van het diagram.

Opmerking 4.67: Als U een open deelverzameling is van Y en ¢: U — Y

is de inbedding ven U in Y, dan is

>* = &
1 GIY YlU.
Bew: Ga na.

Opmerking 4.68: 2ij (y,¥): (X,G'X) — (Y,@’Y) een morphisme van schoven.

Dan is er een geInduceerd morphisme

‘P*: xp*efr — (9’X

terwijl voor elke x€X geldt:

¥(x) = wx)en(x).

Bewijs: Zij U een open deelverzameling van X. Omdat ¥ per definitie

cocmpatibel is met het nemen van restricties. hebben we een morphisme

1i y(v): 1i & (v) — 1 G'(w”v) I € )
veifn?US veﬁlmu’) ! Vemu X

Verder induceren (voor V@ {U)) de restricties
-1
O (') — O (v)
een uniek morphisme

l. 9'(Ip—1V)_’)' O’(U) ‘.-noncoooiﬂ(**-)
VelmU X X

zodat () en (+e¢) een preschoof-morphisme induceren, gegeven door

¥(0):= [FO,(0) = 1in 6,(V)— Lig & (V) — Oy (v)].

&
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(Ga ne dat ¥ compatibel is met het nemen van restricties). Verschoving

geeft dan een morphisme
> >
\y ("). lll &Y“"’* GX.

De laatste bewering laat zich direkt verifiéren.

Opmerking 4.69: Zij y: X — Y een continue afbeelding en zijn c?X-EE'

G?Y schoven op X resp. Y. Dan bestaan er kanonieke

morphismen van schoven

r e
pC’y: CZY.__+ b C?Y

GC?X: ] w%ﬁyx~——+ C?X

Bewijs(i): Zij V een open deelverzameling van Y. Dan is ¢-1V open in X,
terwijl
vel(y~'v).

We hebben derhalve een kanonieke afbeelding

Oy — Lm, Oyl = WYW‘.’2-
wel(y v)

Ga na dat we zo een morphisme van preschoven
x,96,) — (¥,07)
9 Y 9 Y
verkregen hebben. Verschoving geeft een morphisme van schoven
3,
(‘\baqJ )3 (X,IP vg )—" (Y,@ ).
o, Y Y

Volgens opm. (4.63) is er dan een geinduceerd morphisme

= (Vo )t &, — ¢ O,
pCVY CYY > Y £ Y
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Bewijs(ii): De identiteit \p*G’X(V) = O’X(quv‘) geeft een kanoniek mor-
phisme

en we hebben volgens opm. (4.68) een geInduceerd morphisme

("}'Gr R lb Oy — (9'
wagrmee de opmerking is bewezen.

Notatie 4.70: De verzameling morphismen van een op X gedefinieerde

schoof 91 naar een eveneens op X gedefinieerde schoof v s wearbij de
onderliggende topologische afbeelding de identiteit op X is, noteren we

met

MorX<G'1 ,G’2>.

Lemma 4.71: Als ¢: X — Y een continue afbeelding is en meMorX(’m1 ,7])2),

BeMorY( 711,7’[2) dan commuteren de diagrammen

n1 T w*w*ng | v Voo m m m1

el ‘ w*w*sl ; w*w*al -ul

n, —— v 9 N VY M —— M
2 png * 2 ) -x-m1 o»me 2

Bew: We bewijzen de commutativiteit van het linkerdiagram: p n wordt

gegeven door: (V open in Y)

M,(v) o kap. ;)’n (W) =M, G7V) E=Re N (M) = g N ()
Weﬁ(xp v

zoals direkt uit de definitie van n volgt. Nu commuteren de diagrammen:
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M) — Lim 1,0 — "N, 7V) = 43 N (V)
vw ') ‘
B(V) lin 8(V) VBV v, 0BV

Ny (V)= Lim,  N(0) — ¥ N7 V) = y "N, (V)
)

zodat het linker diagram van het lemma commuteert. Op analoge manier

verifieert men de commutativiteit van het rechter diagram.

Lemme, h.72: Zij ¢y: X-—= Y een- continue afbeelding, en zijn Men N

twee schoven, gedefinieerd op resp. X en Y. Dan geldt:

1) ™M VN VN] = identiteit
Yo v

(i1) (v, M — w m ~ v, M] = identiteit
“oom bem

Bewijs: Omdat we (i) in de staken kunnen controleren en we de functor
¥y, ook voor preschoven kunnen definiéren, is het voldoende om na te

gaan dat - met deze uitbreiding van de definitie van ¥, - geldt:
[N — 3 3N — §N] = identiteit.

Kies nu U open in X en' n exp’n(U) K:Les hierbij V€ (U) en nven(V)
zodatb nV ny induceert. Omdat ve( v V) hebben we ook een element
n_, ew'n(w 1V), door n; geInduceerd, en er geldt:

Y v

n [U=n_ .
\P'-‘V U

Voorts is {I;’ ﬂ(w—1V) = w*ﬁ;"n(v), zodat we n kunnen opvatten als

-1
v vV
element van w*{;)"n(v). We schrijven dan ny in plaats van n 1+ Ook in-

yo v

duceert n\" op zijn beurt een element

. ng @, ITU) .
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Er geldt, zoals uit de definities direkt volgt:
) .
= n! = !
p,n(V)(nV)‘ ng , dus wp,n/(U)(nU) nj .

Voorts is o (U)(nI'J) =n' _, |U, zodat we vinden:

v vV
own(U)owpn(U)(nU) = ny

waarmee (i) bewezen is. Analoog bewijst men (ii).

Propositie 4.73: Zij ¢: X — Y een continue afbeelding, en zijn M en

N twee schoven, gedefinieerd op X resp. Y, dan bestaat

er een functorieel (in M en in 70 ) isomorphisme

Morx(ll)*ﬂ,m)af’ MorY('ﬂ ,1])*_"71).
Bewijs: Definieer:
s
3 mmamc——
Moz (v N, M) —— Moz, (M,v, M)

VR T— q;*(\))opn

>
oy (d) «~—

n

Dan geldt (met behulp van beide voorgaande lemma's:

dos(v) = ay,(v)epy) cmvw*xb*(v)‘-‘w*pn = Veg ';w*pn =y

v
sea(u) = s(oped™ () = b0 0 (e = gy 00, o =

Zodat s en d een isomorfie geven. Zij nu aeMorX( /”11 ,4712) en
B.e‘MorY(‘n-1 ,’n,z). Dan commuteert het diagram

e 3
Mory (v My M) —= dory (M, 0,00,
. Mor ( ¥ B,0) Mor. (8, o)

Mory (v T M) —— Mory (T ,0, 1)
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want, als ve MorX(\p* n2 ,_'m,1 ), dan geldt:

doMOI’X(B,lb*(Ot))oS(\)) d(gb*(ocfw)op(nzo B) = (aov)eo w

oV (0,4 ©B)
v, N2

aevey (B) = Mor (¢78,0) .

Opmerking L4.7Lk: Er geldt:

r

Mory (W, M, M) —2— Mor (v, M, M)
°m po————> identiteit

en evenzo:

.

MorX(ll)*/n ,11'*’”) — MOI'Y( ’ngw*ﬂl*’n)
<

identiteit +——— p,n

Samenvattend kunnen we zeggen dat 11)* en w_x_ geadjungeerde functoren

zijn.

21ij nu (y,¥): (X,@'X)——-—r (Y,@’Y) een morphisme van geringde ruimtes,
terwijl M een G’X-moduul en N een @'Y-moduul is. We kunnen w*’m als

een 11)*@' X—moduul opvatten, door te definiéren:

1, T <y M) = O x MY — M) = g 7V)

verm.

voor elke open deelverzameling V van Y.
Verder induceert ¥ volgens opm. (4.63) een morphisme van schoven van

ringen

v Oy — 0, Gy
zodat we met de vermenigvuldiging

O () <y MUV) ~— y V)

(a,m) ——n ‘IJ*(V) (a) .m
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wx_m de struktuur van een @/Y-moduul kunnen geven.

Definitie 4.75: q;*’m, opgevat als & -moduul noteren we met

Y
[v] %_’”l .

Kies voorts een open deelverzameling U in X. Omdat de moduul-vermenig-

vuldiging
G, () x N(V) — NV

per definitie compatibel is met het nemen van restricties, hebben we

een morphisme

T x TN = 1im O (V) x _1im V) — 1im TUV) = V).
t O TS 76

Verschoving van dit morphisme geeft de vermenigvuldiging
M e, ' e
v O (0) x () — v D)

die d)*'n tot een IP*@' Y—moduul maakt.

Nu is er een door ¥ geinduceerd morphisme van schoven van ringen
o ad Lo
¥y GY - @'X

zodat O’X en lp*@’ Y—algebra is. We hebben derhalve een @'X—moduul

e, O .
Ve,

Definitie 4.76:

Ni=yN &
[v] Ve o O

Y

7Zij nu M nog een O’X—moduul en ' nog een @'Y—moduul en stel

. aeHomgx("m-,m') H BeHom@aY(’l’l,’l’L')
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o induceert het morphisme

o WM —y

Het is direkt te verifiéren dat b, 0 een morphisme van Lp*G‘X—modulen ig,

Geven we w_x_m en w_)jﬁ' weer de struktuur van ¢ -modulen, dan is b, o

Y
een & Y-moduul-morphisme, en we noteren in dat geval:

[ [v],J0— [ul M

Zo is [1])]* een covariante functor die aan G%—modulen G'Y-modulen toe-
voegt.

Beschouw nu het morphisme
e > =
ve: v N— v N

Kies U open in X, en zij ae a@’Y(U) en ne$'n'(U), en kies v€U(U), zodat
y(V) en n'€ MN(V). Dan
wordt het element o.n per definitie van de wx-@’ Y-moduul—struktuur op

VN gefnduceerd door a'n'€ N (V), terwijl de elementen JB(U)(n) en

78(U) (a.n) worden geInduceerd door 8(V)(n') resp. B(V)(a'n') = a'g(V)(n'),

o en n worden gefnduceerd door elementen a'e &

zodat
18(U) (aun) = 0.98(U) (n) .

Hieruit volgt dat tp*B een w*@'Y—moduul—morphisme is. Defini8er nu:

%= [[™ = v e, Oy ——— v s, Oy =[]""]
v Oy v exia. P GY
Hiermee is [w]* een covariante functor die O’Y-modulen overvoert in
@’X—modulen.

Opmerking 4.77: De functor Ep:]* is rechts-exakt en commuteert met in-

ductieve limieten.
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Bew: Z7ij
o—n' — "N T”l"—»o

een exakte rij van G?Y—modulen. Dan hebben we een commutatief diagram

(cf. opm. 4.66)

0 —— N (yx) -—ETE;34 N (px) ——> N"(yx) — 0

S 3(¢ )
b § b
pox VI NUx) —— TN (x) —> 0
¥ olx) v B(x)

0 — ¢ N (x)

zodat ook de onderste rij exakt is. Dan is ook de ri]

Fne L O ) — ylxe | Opx) — WM (x)e
v Oy (x) VO (x) v Oy (x)

exakt, waaruit volgt:

L] 1 ‘[—]—: ] ’n'h—* [N — o

is een exakte ri] van ny-modulen. (Cf. constructie van de staken van
tensorprodukten) .
Laat nu
o
{na’ ¢B 'nu‘_* nB’ o < B}O(,,Bel

een injectief systeem van CyY-modulen zijn. Dan is

een injectief systeem van w*fyy—modulen, evenals

(™0, (]85}

&

er één is van Crx-modulen. Voor elke a€I is er een kanoniek morphisme

O'X(x) — 0
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dat een morphisme
> 0 2 36 .
Voo 4’Lu—-—-> 7 }%I_l; ’na

induceert. Deze morphismen bepalen uniek een w*&Y-moduul—morphism
. * .
lim ¢ na — ¢ lim na .
I I
Voor elke xeX is dit morphisme in de betreffende staak bijectief wegens:

(Lim N ) (x) = Lim v (x) = 2im T (vx) = (Lm N Jvx = (¢ 1im N ) (x)
I i i T ¢ T ¢

(ef. (4.19) en (4.66)), zodat

1_%31 w*na = qf";_%n na ........................ (i)

Ock hebben we voor elke a &Il een kanoniek morphisme

yne, ©,— (nvn e, O
anYX set uwG,YX

zodat er een door deze morphismen uniek bepaald G’X—moduul—morphisme

. * . -
g kM8, O)— (v N)e O
I v & I v &
Y Y
is gevonden. Dit morphisme is bijectief in de staken (Ga na), zodat we

met behulp van (i) vinden:

1in []™n,

g (WMo, C)=@nyNie, O =
-%& awv@:r X -—i-> o w*@zY X

i
[}

vin N )e &
—I—> o U)O/Y X

waarmee de opmerking is bewezen.

D™ ug 7,
I

Opmerking 4.78: Als ’)’11 en ’YL2 twee _Q:I—modulen zijn, dan geldt:

[*PT%@orX[w]me = 1] N e o, n,)
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Bewijs: Ga na.

Opmerking 4.79: Als 7] een guasi-coherent (V4 y=moduul is, dan is ]:w:]*%

ook quasi-coherent.

Bewijs: Kies xe&X. Dan is yx €Y en er bestaat een open omgeving V van

Ux, alsmede een exakte rij van de vorm
@, lv(T) e, o, v B miv— 0 .
Wegens de rechts-exaktheld van Ep]* volgt hieruit dat de ri]

*@, -1 (I) -1 (J) * -1 —_
v vV EP] ™ Ylw [w]*e ] N~ v 0

exakt is, waaruit de opmerking volgt. ([\p:]*WY o~ @'X)

Opmerking 4.80: Als N een ¥, -moduul van eindig type is, dan is ook
Ep]*n als Qv—moduul van eindig type.

Bewijs: Ga na.

Lemma 4.81: Zij f: B — A een ring-morphisme. Zij M een B-moduul en

N een A-moduul. Noteer N' i.p.v. N als we N opvatten als

B-moduul (b.n:= f(b).n). Dan is er een functorieel (in M

en N) isomorphisme

M, (e a,N) = M (M,N")

Bewijs: Zij ve 27_'1_A(M8BA,N). Definieer dan:
s'(V){m):= v(img1) .

Hiermee is s'(v)e'_m_B(M,N') wegens

s'"(v)(b.m) = v(b.m81) = v(m&f (b)) = s'"(v)(m).b .
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7ij omgekeerd ué_'mB(M,l\I'). Definieer:

r
a'(u): M A — N

B
4 <oo <00
. o — .o .
g ml®a1 E a; u(ml)

Dan is wegens

d'(u)(m.b®a) = u(mb).a = u(m).f(bla = d'(u) (mef(b).a)
da'(u)e M, (M8 A,N)

Ga na dat de afbeeldingen v+ 5'(v) en u — a'(u) het betreffende

functoriéle isomorfisme geven.

Lemma 4,82: 2ij ¢: B — A een fl} —algebra. (P en A& gedefinieerd op

een topologische ruimte X.) 2ij M een P -moduul en 72 een

M —moduul. We kunnen 7l de structuur ven @ -moduul geven
met behulp ven ¢. We noteren ' i.p.v. N als we de D~

moduul-struktuur willen aangeven.

Er is een functorieel (in M en 7 ) isomorfisme.

Homﬂ(’m@ﬂﬂ,ﬂ)_"—* Hom‘@ ‘m,n).

Bewijs: Zij veHom Me_, M&,T). Dan is er voor elke open deelverza-
DEWLJS A B

meling U van X een morphisme

v (0= [M()ogy R (1) ey (Mo ) (1) XEL 7 (0]

We vinden zo een bijectie tussen Homﬂ(’méa JQ:,’/L) en de verzameling

k7

van preschoof-morphismen

M(-)eg A=) — N(-)

die compatibel zijn met de A -moduul-struktuur. Het lemma volgt nu
(direkt uit lemma (L4.81). '
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Stelling 4.83: Zij (v,¥): (X,@’X) — (Y,O’Y) een morphisme van geringde
' ruimtes. Zij mggg Q’X—moduul en N een Q’_Y—moduul. Dan

— — ———CT——— " m——

HOm&X( Ep] *,rl, M) = Hom G,Y(’}’l ’ [lb]*m)

Bewijs: Zij
VeI:IO.m.@, ([w]*%,m) .
X
Dan hebben we:

Hom@,X( [v] n,m = HomG,X(Ip ’)’L@f(}y@’x,m) = Homw*&Y(w n,m)

v - s'(\))

volgens lemma (4.82), waarbij ' M is, opgevat als w*&y—moduul,

waarbl]j deze moduul struktuur verkregen wordt door middel van
e e
VFRY G’Y—-—+ @’X .
Als U een open deelverzameling van X is, wordt s'(v) gedef:'inieerd door

s'(v)(0) () = v(U)(n81)

>, .
als ney M(U). (n induceert het element

netey N(u)e O, ()

<&
v YL (0)
en we noteren het beeld van dit element onder het kanonieke morphisme

V(e & (V) — (™o

e OO0
¥ G’Y(U) " @’Y X

- 3 - » * »
(enigszins slordig) ook met n81). Nu is s'(v) een ¥ G’Y-moduul—morphlsme.

Dat wil zeggen:
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s'(v)(U)(an) = ¥(U)(a).s"(v)(U)(n)

s = .
(a€y G’Y(U)). Nu is M' = M als schoof ven abelse groepen. We kunnen

dus s'(v) opvatten als een morphisme van schoven van abelse groepen,
zodat we hebben:
.Morx(lp*’n,'”l) L MorY(’n. ,w,u*’)%)
s'(v) F—— s(s'(v))
Ook is = als schoof van abelse groepen - w*'rﬂ= Eﬂ*%’ zodat
s(s'(\)))eMorY(‘ﬂ,[w]*m)

We bewijzen nu dat \)(S):-A= s(s'(v)) een Wy—moduul-morphisme is. Kies

hiertoe V open in Y en kies bovendien
n'eN(v) ; a'e G'Y(V)
Omdat Ve W(w”v), induceren n' en a' elementen
new*’n(w"v) resp. aew*@'y(l])—1\/’) .

Deze laatste elementen kunnen we ook opvatten als elementen van
Y > . .
b,V N(v) resp. bV G‘Y(V). Noteer n" i.p.v. n in dat geval. Er geldt

b8’ (V) (V)ep, (V)(n') = 98" (V)(V)(a") =

v ¥y

(8" (v) (¥~ V) ()"

(Hierbij geven we met (s'(v)(w_1V)(n))" het element s'(v)(w_1V)(n) aan,

opgevat. als element van Ep:]*’)ﬂ(V).)
Nu is w*m op natuurlijke manier een 1})*0’ Y—moduul en [w]*m heeft per

definitie de G&—-moduul—struktuur
G () = [l AUv) — [¥], V)

(a'm") —— [y (V)(a")].m"
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waarbi]j
Y 9‘! - u;*O'X
het kanonieke morphisme bij ¥ is. Nu is
¥ (V)(ar) = (¥(V)(a)"

((¥(V)(a'))" zijnde het element ¥(V)(a'), opgevat als element van
,.\px_G'X(V).) Dus:

v (W) (atnt) = (51 ()" e = (W @] B ) 6V )] =

(¥(v) (")) (8" (W) (4™ V) ()"

B (M) ' 0) @] = a2t W@

(s)

zodat we bewezen hebben dat v een O'Y—moduul-morphisme is. We hebben

dus gevonden:
H (W] N M) — H n, m
on g (] ongy, (T[]
(s)

Ve )

We construeren nu omgekeerd een afbeelding
Hom (Ep]*ﬁ M) +—Homq (72,[y] M
O'X ’ : G’Y : vs
als volgt: Kies

ue Homay( m, [w]*_'”l)

Dan kunnen we — als we | opvatten als morphisme van schoven van abelse

groepen - ook schrijven:
ueMOI‘(ﬂ,lP*m)

Volgens prop. (4.73) is hierbij een uniek bepaalde
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d(w)e Mor(llJ*’n,m)
te vinden. Nu is volgens lemma (4.82)

fome ([0] N, M) == Hom . (¥ N, M)
Oy b d v O,

. . - * LS
waarbl] m /”lls, opgevat als ¥ G‘Y—moduul. Als we dus kunnen bewiljzen
¥
dat d(u) een ¥ G’Y-moduul—morphisme is, dan hebben we bij U een morphisme

van .ﬁx-modulen

p(d) = 4! (d(l-l))e HOIIlG, (EP]*/'Z,/”D
X

geconstrueerd.

Kies U open in X en beschouw elementen
nedNU) ; ael (v .

Dan is er een V€ W(U), en zijn er elementen
n'éen(v) ; a'e G'Y(V)

die n resp. a induceren. Omdat ook V& v'(w_1V), induceren n' en a' ook

elementen
o e ~ -
neb N aei@ Y
en er geldt:
n1]U=n ;e U= a.
Het element an wordt dan geInduceerd door a'n', terwijl
a.n, IU = an .
Nu is

a(w) (0)(a) = a(w) (¥~ (n,)|v

en
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aw (" M) = W@ @N)"

(waarbij (u(V)(n'))" het element p(V)(n') is, opgevat als element van
’m(w”v). Derhalve geldt:

a3 W (am) = WM (am)" = (¥ (N(a) (N (@)" =

¥(V) (2. (M ()" = ¥((a").a(w)(¥™ V) (n,) =

YT (a,). a0 (6T () = gl (87 V) (ay)

(waarbij in de laatste term de vermenigvuldiging is genomen in de door
* -
‘P* op m geinduceerde G’Y—struktuur). Derhalve 1s

&) (v)(an) = [a,.a(w) (5 V) (0] U = a.a(u) (47 V) (n)

zodat d(u) een w*G'Y—moduul—morphisme is. Derhalve hebben we verkregen:

r

HomO,X( EJ;]&’/{,’”D = Hom@,y(’n,[w]*m)

A vt > \)(s)

(a)

M B E—— ¥

-/

Uit prop. (4.73) en lemma (L.82) volgt dat

(v(s))(d) = d'(d(s(s"(v)))) = da'(s'(v)) = v

en

W) _ ggrar(atu)))

s(a(n)) = v

en ook de functorialiteit van het verkregen isomorfisme.

7Zij nu (Y,@'Y) een geringde ruimte en .§ een positief gegradeerde
(v 4 Y_algebra. Dan zeggen we dat P + is voortgebracht door /.f1 (als we

een ‘gradering

- /‘Y:EJ
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van 8 hebben, en noteren:

/j+:= ) Jn )

n>1

als voor elke ye¥Y geldt, dat J +(y) wordt voortgebracht door v 4 1(y).
Met dit laatste bedoelen we dat elk element

ceS (v)

te schrijven is als een eindige som van termen van de vorm

met Goe/fo(y); Tysees ,TnGX,I(y) (n mag per term verschillen). Aequi-
valent met deze definitie is de volgende ultsprask:

J + wordt wvoortgebracht door J 1° dan en slechts dan als J als /f 0"
algebra wordt voortgebracht door /f 1 en het eenheidselement 1€.4 (Y).

Laat nu (y,¥): (X,@'X)———* (Y,@Y) een morphisme van geringde ruimtes

zijn, Zij voorts:

a: O, — A
een O’Y—algebra. Dan is

w-x-a: w-x-@,Y—__) w-x- ﬂ

> . .
een Y @’Y—algebra en we hebben het kanonieke morphisme
e
G, — w*ﬂQ G, = [11/] ﬂ
X - X !
w“G’Y

dat [w]*ﬂ, tot een G’X-algebra maakt. (Dit morphisme is, omdat
EIJ:]&G’Y = GX’ niets arders den

[ Oy — [1°R )

Zij nu A = ) /fn een positief gegradeerde Q’Y-algebra met struktuur-

morphisme

&

o: @'Y—‘* /SO .
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Omdat Ew]* commuteert met het nemen van inductieve limieten geldt oock:
01" = 1 ™4, s D01 O,— L4, -
nefl

o -
Dit heeft tot gevolg dat [‘i’] AL een gegradeerde @'X-algebra is.

Neem nu bovendien aan dat /3 + wordt voortgebracht door /g 1° Dan wordt
voor elke y&€Y £ (y) als @Y(y)—algebra voortgebracht door het deel-

moduul
£, 1 £,&)

Wegens opm. (4.66) wordt dan ook voor elke x&@X ¥ o8 (x) voortgebracht

door
VA () T VTS ()
over w*@'y(x). Dan wordt ook

v (x)e
x o

© . (x)
Y(x) X

over & X(x) voortgebracht door

[@]*;go(x) ) [ﬁl*zdﬁ(x)

zodat [\b]*/f +(x) wordt voortgebracht door [w:[*J 1(x). Als gevolg hiervan,
en van opm. (4.79) en opm. (4.80) geldt:

Propositie 4.84: Zij (y,¥): (X,@'X)—-—-> (Y,GY) een morphisme van pre-

schema's. Als /3 een guasi-coherent positief gegra-

deerde _@'_Y-algebra is, zodat 4 + wordt wvoortgebracht

door /31, terwijl bovendien /.f1 als Q_Y-moduul van

eindig type is, dan is Ep:l'xx een '‘guasi=coherente posi-
tief gegradeerde __Q_'X—algebra, zodat [w]*ﬁ + wordt voort-
gebracht door het QX—moduul van eindig type [\p]*/f 1




4,101

Propositie 4.85: Zzij (y,¥): (X,@’X) — (Y,GY) een morphisme van affiene
schema's. Zij X = Spec A en Y = Speec B. (¥,¥) indu~

Bewijs: Kies b&B. Dan is als abelse groep
[6]_fi(D(0)) = v J(D(b)) = My~ 'D(b)) = H(D(1b))

De @‘Y(D(b))-moduul-struktuur wordt gegeven door:

ceert dan een ring-morphisme

f: B—> A .

7ij M een A-moduul. Noteer M' voor M, opgevat als

B-moduul. Dan is er een functorieel isomorfisme

(W] 0 = 5

By X Mgy = Mgy
(__E By s £(8).m
H

=Mf'b'

Oock geldt: ﬁ'(D(b)) = (M')b, en de Bb-moduul-struktuur van (M'). wordt

gegeven door:

.

B, x (M')b — (M')b

, Bom' _ (£(B).m)'

b b bn+t

b

(Hierbi] geven we een element u van M, opgevat als element van M', aan

met p'.) Definieer nu:

r

%
1
(M) — Mg
m' , _m
bt (£p)*®
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Dan is eb een Bb—moduul-isomorfisme. Ock commuteren voor elke b,b'e B

de diagrammen

[Jom) = M, e )y = (D(B))
restr. kan. kan. restr.
1] J00001)) = g1y gt (), = " (p(wp"))

~ N
zodat inderdaad M' = [§] M. Ga zelf de functorialiteit na.

Opmerking 4.86: Zij (¢,¥): (X,@’X) — (Y,@Y) een morphisme van geringde

ruimtes. Dan hebben we een morphisme van schoven van ringen
¥ @Y——+ w‘x-&X

zodat ¥ 07, een &
- X

Y—algebra is. We kunnen elke @'Y—algebra op natuurlijke

menier opvatten als een v g Y—moduul. In dit geval wordt deze moduulstruk-

tuur gegeven door:

& 0 x 4,0 (V) — 4, O (V)

(r,8) —— [¥ _(V)(r)].s

pit & y-moduul is dus precies Bp].x_O'

Zij nu bovendien
$: O'X — JQ
een @'X—algebra. Dan is met het struktuur-morphisme

6”5{ Y w*-@X 1] w*x-ﬂ

kod kol

1p uQ: een & —algebra Vatten we w ﬂ op als een 6’ ~moduul, dan ver-
krngen we - net zo als hiervoor - juist Ep] A, Bovendlen, als we y 0

opvatten als & ¥

[¥] 0 [4], 0, — [ R.

~moduul-morphisme, dan hebben we:

Rl
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Definitie 4.87: Zij (X,GYX) Spec A, en zij £f: A —> S een A-algebra.

Zij (Z,C?Z) = Spec S. Dan induceert f een morphisme van

affiene schema's
(6,0):(2,07) — (x,0%)
N . . - -
S 1s dan per definitie de ny—algebra

GZX Q*_ ¢*ﬁyz

Opmerking 4.88: (Notaties zoals in voorgaande definitie). De C%k-algebra
S = ¢*ﬂyz induceert het C}k—moduul [&]*f9é. (cf. opm. (4.86)). Oock kun-

nen we S opvatten als A-moduul met de vermenigvuldiging
Ax 8—8
(ays)— f(a)s

Noteer S' i.p.v. S als we het A-moduul bedoelen. Volgens prop. (4.85)
geldt dan: a

Bﬂ*ﬂ9é ~ 87 .

Samenvattend kunnen we dus zeggen: Bij elke A-algebra S bestaat er op
kanonieke manier een C}k-algebra g, die - opgevat als sz—moduul -
precies het G?X-moduul is, dat door S - opgevat als A-moduul -~ wordt

geInduceerd.

Propositie 4.89: Zij (X,ny) = Spec A, (Y,CYY) = Spec B en zij f: B~ A

een ring-morphisme. f induceert dan een morphisme van

affiene schema's

(¥,9): (X,0,) — (1,0)

X

Zij N een B-moduul. Dan is er een functorieel (in N)
isomorphisme
N
LW = hea
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Bewijs: Noteer: M:= N®_A. M is dan een A-moduul, dat we wegens f: B — A

B
ook als B-moduul kunnen opvatten. Noteer in dat geval M' i.p.v. M. (Als

we een element m&M opvatten als element van M', dan noteren we m' i.p.v.

m). De B-moduul-struktuur van M' is gegeven door
b.(n®1)" := (n®fb)' = (n.b81)"
zodat we een B-moduul-morphisme
p: N—> M' = (N A)'
n k————mo»> ne1
hebben. u induceert op zijn beurt een cyz—moduul—morphisme
ﬂ: ﬁ“—-ﬁ‘ﬁﬁ = Iﬂﬂeji
(ef. Prop. (4.85)). Wegens

v v ~ ~
Homé,x( [w] w,i) = Hom&r(w,[ﬂ*M)

is er bij 7 een 8énduidig bepaald morphisme

f(de Hom []°F. 0

~(d)

Als we bewijzen kunnen dat u bijectief is in de staken, dan zijn we

(a)

klaar. Hiertoe bepalen we expliciet, zodat we deze bijectiviteit

kunnen controleren:

Laat M een C}k—moduul zijn en N een CyY—moduul. Beschouw een C?&—

moduul-morphisme
ﬁ:ql-———* Eﬂgﬁ?ﬂ
Als morphisme van schoven van abelse groepen kunnen we dan schrijven:

ﬁ: N — w*j77l
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Hieruit construeren we

M= N — vy M— M]
. m

v u
en dit morphisme induceert (door uitvermenigvuldigen)

[1])] */n, = \p*’n, %*@ G’X W m

Y
Kies nu x€X en zij y = yx. Volgens opm. (4.66) geldt:
4 ~
0(x): v M(x)—=— N(y).
Kies een element
>
n.ey N(x)
X
en laat
ny:= B(X)(nx)éi Ny)
Dan wordt ny geinduceerd door een zeker element

nye N(V)

voor een geschikte open omgeving V van y. Nu is Véif?(w~1V), zodat n.

een element

n_, evniv v
vy

induceert dat, indien we daarop de restrictie toepassen tot de staak

w*Vl(x), op zijn beurt weer n_ geeft. Beschouw nu het element
~
w(v)(n )€, M(V) .

We kunnen dit element ook opvatten als element van 7n(w_1V), en noteren
het dan met

(W(V) () "e My ') .
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Door restrictie tot de stask Ml(x) verkrijgen we een element
(N(v) (nv));; eMm(x)
en er geldt:
[a(w) (0] (n) = W (a )}

We gaan nu deze expliciete definitie van d(u) in ons affiene geval na-
rekenen:
. (a4 ~ns N .
We kiezen: N =N H M=M= N&_A 3 X = X (R een priemideaal van A);
B P 1 ?
y = yx = y-(;L (_q een priemideaal van B met g = f p_). Merk allereerst op

dat f een morphisme van ringen

B = A
a hel
induceert, en dat we een bijectie

d

Ng?B 52———+ (N@BA)B I

ja

n®a
(s).t

w {3

& —:— e
hebben. (Ga na).
Het B-moduul-morphisme
pr N—> M' = (N@ A)'
n t———— (n®1)"’
induceerde
e — [ = @ = (N 0)"

o~/
Beschouv n_@ w&N(x). We hebben dan een situatie

V) = 1) e B =1,

b b
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(Dus: D(b) komt overeen met de open omgeving V van Y = yx en 9-1; met -
b

het element nv) . Voorts hebben we:

r

F(ow)) 2RI, [ fin(o)) = ((we,a)")

b
4
n . (a81)"
bk bk
(n®1)" ~
(T komt overeen met u(V)(nv).) Nu kunnen we als abelse groep

b~ - » .
Ep]_x_M(D(b) ) identificeren met

ﬁ(p(fb)) = (N8A) .

Deze identificatie is gegeven door:

~

((weza) "), = [¥] J(D(6)) = (f(D(£p)))" = ((we A) )"

B/ fb
£
(n®1)' 4 n81 .,
A ! S ( k)
L b (fv)

Dus vinden we:

/o

w 1(D(b))
N(D(b)) ————— (N@BA)fb

n_ ., n®1
b (f‘b)k

(Als morphisme van abelse groepen). Dus als we a € &X(x) kiezen, zeg

= 08 = -
2 = 564, = Oy(x)

(d)

dan wordt 1'%’ (x) gegeven door:

3 ~(4) —~
N8 A = (y 18 &) (x) A 5 (x) = (ve.a)
q Bg jo) KP*O'Y X‘ B B"p
£
n o n®o
—_-—Q = = n 8 a ¢
bk S X X (fb)k.s
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(a)

en dit morphisme is juist de bijectie (»). Dus is u bijectief in de
staken.

Ga zelf na dat het isomorfisme Eﬂ’??z ﬁ'functorieel in N is.

Opmerking 4.90: Zi] (Y,G?Y) = Spec B en zij S een gegradeerde B-algebra.

(Dat wil zeggen: Er is een ring-morphisme
E&: B— S
en er zijn additieve ondergroepen Sn van S zodat

s= ) S
nell “

i51 £(B) Yn,men. s .sCS__ ). B © ]
terwigl &£(B C:SO en Vn,mEN. 05 S’ eschouw de Y-algebra S
(cf. opm. (L4.86) en def. (4.87)). Als y = XQGEY, dan is - als abelse
groep -

o
S(y) = (8 )g

(zie opm. (L4.86) voor de notatie 8'), terwijl de C}Y(y)—algebra-struktuur

~
van S(y) gegeven wordt door

O, y) = B, — (s')ﬂ = §'(y) = S(y)

¥,
b, ACHA
t
Nu is §' = ) 8' (als we met 8' S_ aangeven, opgevat als B-moduul) .
n n n
nefl
Dus: -
o~
& = ) 8!
nel

~ -
en S'(y) heeft de gradering

(s')_(1 = (ném sr'l)ﬂ = nZ;w (s;l)g_

o
(Ga na). Hiermee is S een gegradeerde C?Y-algebra. Nu is, als

(X,G?X) = Spec A, en als het morphisme van affiene schema's
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(8.9): (x,0,) — (1,0,
wordt geInduceerd door een ring-morphisme
f: B— A
E!J]*év = w-xg’@w*e'&x een gegradeerde G’X—algebra, (Cf. opm. (L4.84)) met
Y

hetckanonieke struktuur-morphisme

Ly
éﬁx-——+ Y S8 e C}X
v Oy

en de gradering

7 Ve o, .
nel o uf‘cky X

Dus, als x = XEQ X y = yx = yg‘ey (g ='f"13), dan hebben we:

(W, O )x) = ] (s) 6, A
@/Y X nell n_q_Bﬂ_’g

. . . . . >V o, |
(We gebruiken hier de kanonieke isomorfismen ¥ S(x) = S(yx) en

VO, = Oy ux) (cf. opm. (4.66)) ).
Ook hebben we een gegradeerde A-algebra
T:= S@BA
met het struktuurmorphisme
A — S@BA

a >+ 18a

en de gradering

T= ) T = ) S 8A.
nell ®  pey ® P
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, 2 ~
Dus hebben we een gegradeerde sz-algebravT, in de staken gegeven door

N
T(x) = ngiN (sn®BA)E
(a)

Met de definities uit het bewijs van de vorige propositie wordt o

gegeven door:

L (s)® AR-"’—-> ) (sr'l@BA):E

nefl 4 ?g nelN
sﬂ o Sé@a
—— ) = fr— e ——
28y flu).v

(als morphismen van ny(x)—modulen. We hebben hier S' en T' in plaats
van N resp. M in de voorgaande propositie. (T' is T, opgevat als A-
moduul).). Het is direkt duidelijk dat ﬁ(d)(x) een morphisme is van

gegradeerde ny(x)—algebra's. Hieruit volgt onmiddellijk:

Propositie 4.91: Zij (X,f?X) = Spec A en (Y,C?&) = Spec B. Zij het

morphisme van affiene schema's

(0,9): (1,07 — (1,6)

geinduceerd door een ring-morphisme

f: B—r A

Als S een gegradeerde B-algebra is, en

T:i= S@BA

is de op kanonieke manier hieruit geconstrueerde ge-

gradeerde A-algebra, dan is er een functiorieel iso-

morfisme
Bﬂa?;.£L4 %

van gegradeerde Szx—algebra's.
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Tot slot van §4 geven we nog enige opmerkingen en definities betreffende

‘inverteerbare © X—modulen .

Definitie 4.92: Zij (X,G’X) een geringde ruimte, en laten M en N twee
G’X-modulen zijn. Kies een open deelverzameling U van

X. Noteer:

fom g (M, 7)(V) := Homg, |o{MIU,T|V)

Dit is een abelse groep, Zij nu U'€ U een tweede open
deelverzameling van X. Dan hebben we op kanonieke manier

een restrictie-morphisme
pg,: HomGX]U(’mIU,'n ) — Homo,X;lU,' (mlu',n|u)
zodat

een preschoof van abelse groepen op X is. Ga na dat deze
preschoof aan belide schoofeigenschappen voldoet. Zelfs

is deze schoof op kanonieke manier een’ O’X-moduul:

AMs re®_(U) en o€ Hom M|u,7|u), dan defini&ren
X @’X]U

we

r.oc HomG,XlU(’NHU,nIU)
als volgt: Kies V open in X met VCU, dan:

(r.a)(V): MV)— N(V)

m > (r|V).a(V)(m)
Ga na dat r.o een & X]U—-moduul-—morphisme ig, en dat zo

_I[I_QIQG,X(’”L,’)’L)

een 0’ X—-moduul wordt.
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Opmerking 4.93: Als (X,B‘X) een geringde ruimte is, en Ml en N zijn

twee _Q‘_X-modulen, dan bestaat er een kanoniek morphisme

l{_g_xge,x(m,ﬂ)(x) ), g &X(X)(’m,(x) ,’ﬂ(x))

voor elke x€X.

Bew: Kies

Uxe E_Q_go/ (m,ﬂ)(}{)
X

Dan bestaat er een open omgeving U van x in X en een element
o,& Hom@,XlU(’m |u,7|v)
dat o_ induceert.
Kies nu een element ’['Xe M(x). We kunnen dan een open omgeving U' van x

binnen U vinden, benevens een element 7,,€ M(u') aat T, induceert. Dan

hebben we een element
' N (yr
cU(U )(TU,)G (u")

dat op zijn beurt door restrictie tot de staak 7 (x) een element

T}'{e‘n(x) induceert. Definieer:

6(x) (ox) P T;c

Ga na dat deze constructie &&nduidig is.

N.B.: 6(x) is in het algemeen noch injectief, noch surjectief!

Definitie 4.94k: Zij (X,G’X) een geringde ruimte en zij M een G/X-moduul.
Dan heet

v
/rn o= l—I__o_IE&X(WL, G/X)

het duale &X-moduul van N .
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Definitie 4.95: Zij (X,@'X) een geringde ruimte, en zij M een @’X—moduul.

M heet lokaal vrij als er bij elke xEX een open omge-

ving U bestaat en een index verzameling I, zodat

miu = G’X|U(I) .

Definitie 4.96: Een lokaal vrij O'X-moduul M heet van rang n als er
bij elke x€X een open omgeving U bestaat, zodat

- (n)
My = & v,

Definitie 4.97: Een lokaal vrij G’X-moduul M van rang 1 heet een

inverteerbaar GJX—moduul.

Opmerking 4.98: Een inverteerbaar G’X—moduul is quasi-coherent.

Opmerking 4.99: Als M en N twee QX-modulen zijn, dan bestaat er een

functorieel kanoniek morphisme van Qx—modulen

v
Mg N — Hom o (MLN)
(yx —L&X(

Bewijs: Zij U een open deelverzameling van X. Als V een tweede open
deelverzameling is van X met VCU en m is een element van M(V), dan

kunnen we definiéren:
m U) ® U) — H
Home/XIU( an GX] ) &X(U)n( ) Om@,XIU(MIU’nIU)
a®n t—— [m O—»a(V)(m).(nIV)]
Ga na dat zo een morphisme van preschoven

M) M=) —> Hom e (ML) (=)
-8 - ) =3 Hom 5 -

is verkregen. Verschoving levert het gevraagde 4 X—-moduul-morphisme.

Ga de functorialiteit na.



.11k

Propositie 4.100: Als M en N twee _Q_'X—modulen zijn en M is inver-

teerbaar, dan is er een functorieel kanoniek isomor-—

phisme van _Q ~modulen
Ly,

W
m@G/ n = Hom& (m:v%)-
X X
Bewijs: Omdat we de bijectiviteit van het in opm. (4.99) gedefinieerde

morphisme in de staken kunnen controleren, mogen we aannemen dat

m = G/X Dit morphisme komt dan over&én met het isomorphisme
v
' = H ® = (8 =N = mn.
m%,x’n om%(e’ ’G/X) G,X/n &X 03?7, Homo,x(@;(, )
(Ga goed na!l).

\V
Opmerking 4.101: Als M een inverteerbaar _Q_’X—moduul is, dan is ook M

inverteerbaar.

Bewijs: Ga na.

Opmerking 4.102: Voor elk _@’_X—moduul M bestast er een kanoniek morphisme
van _@__’v—modulen

FaN

Bewijs: Zij U een open deelverzameling van X en zij reG'X(U). Definieer

als volgt een morphisme

ure HomerlU(’m,IU,’m/lU)

Als VCU een open deelverzameling van X is en m&@M(V), dan zij
w (V) (m):= (r[V).m

Ga na dat we z0 een morphisme M. hebben gedefinieerd. Het gevraagde

&

X—moduul-—morphisme

. @’X—-——r m&X(m,M)
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wordt dan gegeven door

ri——*ur.

Propositie 4.103: Als 7l een inverteerbaar _Q’_X-moduul is, dan is

G/X = @%(m,’m«).

Bew: Omdat we de bijectiviteit van het in opm. (L4.102) gedefinieerde

morphisme

@X —_— EQIEGX(M/,/”L)

in de staken controleren kunnen we asnnemen dat Ml= G/X Het morphisme

is dan het kanonieke isomorphisme

GX'ﬁ"} _I:I_QQG,X( O/ ’Q/X) .

Opmerking 4.104: Als M een inverteerbaar Q_/X—moduul is, dan geldt:
%8 @/m = 0;{ .
X
Bew: Dit is een direkt gevolg van prop. (4.100) en prop. (L.103).

Opmerking 4.105: Zijn M en N twee inverteerbare _Qx-modulen, dan is
ook het & -moduu1

n

MmMe o,

inverteerbeaar.

Bewijs: Kies x€X en bij x een open omgeving U zodat

Miv = Glu 5 Nu- LAy
Dan is

(M@&X’/L)IU = '”HU@@,XIU')'HU = 0 |us

@’XlUG;(lU = Gylu



4.116

Notatie 4.106: Zij m een inverteerbaar G’X-—moduul. Noteer:

n
(i) Als n€lN, n > 1, dan /”l@n:= oM

(ii) Als n = 0, dan men.- O/X
‘ ®n Y
(iii) Als n = -1, dan M= M

‘ A
(iv) Als neZ, n < -1, dan m&l:: m@(-n)

Opmerking 4.107: Als /M cen inverteerbaar Qx-moduul is, dan is voor
elke n€Z

m@n

een inverteerbaar _Q_’X-moduul.

Bew: Dit volgt direkt uit opm. (L4.101) en opm. (k4.105).

Opmerking 4.108: Als )]l een inverteerbaar Qx-moduul is, dan geldt voor
elke m,n€7Z

m®m® meén - m@(m+n)
&X

Bew: Dit volgt direkt uit

Moy M= O, .
X

Tot slot nog twee definities:

Definitie 4.109: Zij M een inverteerbaar @’X—moduul. Dan noteren we:

r M= § mP
neZz

(Som van abelse groepen).
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Opmerking 4.110: Als M ecen inverteerbaar EZX-moduul is, den is T _(M)

een gegradeerde ring.

Bewijs: Kies se’mgn(X) en te’m@m(x). Dan kunnen we het element

sot eM® n(x)®0 (X/m/@m(x)

beschouwen. Nu levert de verschoving een kanoniek morphisme van abelse

groepen

®n 8m &n Bm
(x)® M (K) — (M o M) (x)
M8 (x) 0%

zodat het beeld van s®t onder dit morphisme een element is van

@(m+n)(

m X)

Dit element zij per definitie s.t. We hebben zo een vermenigvuldiging
op F*(’In) gedefinieerd en op deze wijze ecen gegradeerde ring verkregen

(waarbij de graad ook negatief kan zijn).

Definitie 4.111: Zij M een inverteerbaar O/—moduul en T cen wille-

keurig (9’ -moduul. Deflnleer

LAM,MN):= ] m@(ymnxx

neZ

Opmerking bh.112: I'_X_(Wl/,’”/) is een gegradeerd I' () -moduul.

Bewijs: Kies se’lﬂ/@m(x) en té‘%@’m@n(x). Dan is t®s een element van

Mo M) (Xopy ()

Dit induceert weer op kanonieke manier een element
+
t.se (MM ME™) (x) = (MeM™)) (%)

Ga na dat met deze vermenigvuldiging een P*(m)—moduul—struktuur op
r*(’m/, N) is verkregen.
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